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iIntrodution
Présentation générale.
Cette thèse a pour objet de montrer qu'il existe, dans le adre de la géométrie analytique
non arhimédienne, une théorie du potentiel formellement identique à elle lassiquement
développée sur les ourbes analytiques omplexes (surfaes de Riemann). Considérées simul-
tanément, les théories du potentiel assoiées aux diérentes valeurs absolues sur Q ont des
appliations à l'arithmétique des (Q-)ourbes algébriques.
Si et avatar non arhimédien de la lassique théorie du potentiel est une émanation na-
turelle de la géométrie analytique, il onvient d'ores et déjà de préiser que les motivations
présidant à e travail sont, initialement, de nature arithmétique. Le théorème de Fekete-Szeg®,
onernant l'existene d'entiers algébriques dont les plongements omplexes satisfont à er-
taines onditions de nature géométrique, établit un lien entre la théorie du potentiel sur C
et la théorie des nombres. Comme l'ont observé J.-B. Bost [11℄ et R. Rumely [28℄, e théo-
rème peut s'interpréter dans le adre d'une généralisation de la théorie d'Arakelov originelle
faisant intervenir, aux plaes arhimédiennes, des fontions de Green provenant de la théorie
du potentiel.
Reprenant en partie des idées de D. Cantor, R. Rumely parvint à établir une vaste généra-
lisation du théorème de Fekete-Szeg® à un adre adélique ([26℄), la droite ane étant de plus
remplaée par un ouvert ane (dense) d'une ourbe algébrique propre X sur Q. Il transposa
pour e faire plusieurs résultats de la théorie du potentiel usuelle dans un ontexte non arhi-
médien mais les  pathologies  de l'espae topologique X(Cp), Cp désignant la omplétion
d'une lture algébrique de Qp, sont la soure d'un ertain nombre de diultés : l'absene de
onnexité loale s'oppose à une dénition loale de la notion de fontion harmonique tandis
que la théorie de la mesure est rendue plus déliate du fait du défaut de ompaité loale.
La théorie non arhimédienne du potentiel, telle que nous la dérivons dans e travail, uti-
lise l'approhe de la géométrie analytique non arhimédienne inaugurée par V.G. Berkovih,
laquelle fournit, en partiulier, des espaes topologiques loalements ompats et loalement
onnexes par ars. Comme nous le onstaterons a posteriori, le point de vue adopté dans ette
thèse prolonge et simplie les premiers travaux de Rumely.
Il peut être utile de rappeler, dans les grandes lignes, quel fut le développement historique
de la géométrie analytique non arhimédienne, notre travail étant un sous-produit du point de
vue nouveau introduit par V.G. Berkovih. Soit k un orps omplet pour une valeur absolue
non arhimédienne |.| : k → R≥0, supposée non triviale. Les premiers fondements d'une géo-
métrie analytique sur k ont été établis par J. Tate aux alentours de 1960 puis développés par
L. Gerritzen, H. Grauert, R. Kiehl, R. Remmert, et. au ours des années qui suivirent. Les
espaes analytiques sont obtenus par reollement de pièes loales, dites anoïdes, dérites
en termes d'algèbres de séries formelles onvergentes ; toutefois, la nature ultramétrique de
la valeur absolue |.| rendant la topologie naturelle totalement disontinue, les proédés de
loalisation mis en ÷uvre doivent relever d'une topologie de Grothendiek garantissant su-
samment de  rigidité . Cette géométrie rigide-analytique permet, par exemple, d'assoier à
tout k-shéma loalement de type ni X un espae (rigide-)analytique Xan, dont l'ensemble
sous-jaent est elui des points fermés de X. Fondamentale mais impliite durant ette pre-
mière phase, l'idée d'A. Grothendiek de onevoir les espaes (rigide-)analytiques omme
bres génériques de shémas formels (voir l'introdution de [21℄) a été introduite et élaborée
par M. Raynaud vers 1969, parallèlement aux travaux de D. Mumford sur l'uniformisation non
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arhimédienne des ourbes algébriques. Cette rédution de la géométrie (rigide-)analytique à
la géométrie formelle fut développée systématiquement par S. Bosh, W. Lutkebohmert et M.
Raynaud une dizaine d'années plus tard.
V.G. Berkovih introduit un point de vue nouveau dans le livre [3℄ : toute algèbre k-
anoïde A est naturellement une algèbre de fontions sur un espae topologique ompat
et loalement onnexe par ars M(A) (son spetre) et les espaes k-analytiques généraux
s'obtiennent par reollement de tels espaesM(A), essentiellement de la même façon que l'on
obtient un polyèdre en reollant des polytopes. L'espae topologique sous-jaent à un espae
k-analytique X est loalement ompat et loalement onnexe par ars ; on dispose également
d'une topologie de Grothendiek sur X,  engendrée  par les domaines k-anoïdes, et le
faiseau strutural OX de X est déni à partir de la orrespondane M(A) 7→ A ; 'est un
faiseau sur l'espae topologique sous-jaent ainsi que sur le site de Grothendiek de X.
L'espae Sp(A) assoié à une algèbre k-anoïde du point de vue de Tate est naturelle-
ment un sous-ensemble de M(A) sur lequel la topologie induite est totalement disontinue
et l'on peut toujours dénir la bre générique Xη d'un Spf(k
◦)-shéma formel X loalement
de présentation nie. Comme préédemment, à tout k-shéma loalement de type ni X est
assoié un espae k-analytique Xan au sens de Berkovih et l'on dispose d'une appliation
ρ : Xan → X (sous-jaente à un morphisme de sites) telle que la bre de ρ au-dessus d'un
point x de X soit en bijetion ave l'ensemble des valeurs absolues sur le orps résiduel κ(x)
de x prolongeant la valeur absolue de k. Dans la théorie rigide-analytique antérieure, seuls
interviennent les points fermés de X, pour lequels il existe un unique prolongement de la
valeur absolue de k à κ(x).
On le voit, l'un des aspets les plus prégnants de l'approhe de Berkovih est l'introdution
de nombreux points supplémentaires dans les espaes analytiques. Outre le fait d'instaurer la
onnexité loale faisant défaut dans le adre initial, la présene de es points permet de dénir
des strutures polyédrales dans les bres génériques Xη de ertains Spf(k
◦)-shémas formels
X ; de manière générale, l'utilisation des idées de Berkovih enrihit fortement la oneption de
Grothendiek/Raynaud des espaes analytiques omme bres génériques de shémas formels.
Venons-en à la théorie du potentiel sur une ourbe (stritement) k-analytique lisse X, vue
omme un espae loalement annelé (|X|,OX ).
H. Bauer, M. Brelot et J. Doob ont développé une approhe axiomatique de la théorie du
potentiel lassique, ayant omme point de départ un espae topologique muni d'un faiseau
H de (germes de) fontions réelles ontinues qui possède les mêmes propriétés formelles que
le faiseau des germes de fontions hamoniques sur Rn : prinipe du maximum, prinipe de
Harnak et résolubilité loale du problème de Dirihlet. L'idée initiale de ette thèse était
ainsi d'introduire un faiseau HX onvenable sur l'espae topologique |X| et d'utiliser ette
approhe axiomatique.
Il est bien onnu qu'une fontion réelle h sur une surfae de Riemann M est harmonique
si et seulement si elle oïnide loalement ave la partie réelle d'une fontion holomorphe g ;
utilisant la formule Re(g) = log | exp ◦g|, il est équivalent de demander que h soit loalement
de la forme Log |f |, f étant une fontion holomorphe inversible. Cette dénition se transporse
immédiatement dans un ontexte non arhimédien et il semble raisonnable de onsidérer le
faiseau FX sur |X| assoié au préfaiseau faisant orrespondre à un ouvert U ⊂ |X| le sous-
espae vetoriel de C0(U,R) engendré par les fontions de la forme log |f |, f ∈ Γ(U,O×X).
On onstate toutefois rapidement que ette onstrution ne produit pas, en général, assez
de fontions harmoniques  le problème de Dirihlet, onernant l'existene d'une fontion
harmonique sur un ouvert induisant une fontion ontinue donnée sur la frontière, n'est pas
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toujours loalement résoluble  ; elle est toutefois orrete lorsque le orps résiduel k˜ de k est
algébrique sur un orps ni (ou si X est loalement isomorphe à la droite projetive), omme
on le onstatera rétrospetivement au paragraphe 2.3.4.
Une meilleure dénition repose sur l'utilisation de strutures polyédrales existant naturel-
lement dans les espaes k-analytiques (au sens de Berkovih) ; dans le as que l'on onsidère,
elui d'une ourbe stritement k-analytique lisse X, le théorème de rédution semi-stable de
Bosh et Lütkebohmert ([9℄) permet de ramener systématiquement l'espae topologique sous-
jaent |X| à des polyèdres entiers de dimension 1 (ou, de manière équivalente, à des graphes
métrisés), naturellement plongés dans |X|. Ayant observé que, pour toute setion f de O×X ,
la fontion log |f | provient de fontions harmoniques (en un sens évident) sur es polyèdres,
la dénition du faiseau HX devient laire et ses propriétés fondamentales se déduisent sans
diulté de la théorie du potentiel sur les polyèdres entiers (de dimension 1). Mentionnons
que l'obstrution à l'égalité FX = HX n'est guère mystérieuse : sur ertaines omposantes
irrédutibles des bres spéiales de Spf(k◦)-ourbes formelles dont X est la bre générique,
les diviseurs de degré 0 doivent être (rationnellement) prinipaux, e qui n'est en général pas
le as.
Nous illustrons ette approhe axiomatique en transrivant la méthode de Perron pour la
résolution du problème de Dirihlet ; nous avons toutefois préféré poursuivre le développement
de la théorie d'un point de vue un peu diérent, dité par la nature des hoses. Les propriétés
formelles du faiseau HX onduisent en eet à introduire une notion de fontion lisse, onçue
omme analogue non arhimédien de la notion de fontion indéniment diérentiable, et un
 opérateur de Laplae  sur les espaes de fontions lisses, à valeur dans des espaes de
mesures sur |X| et s'annulant sur les fontions harmoniques. Le point essentiel, maintenant,
est que l'on peut étudier et opérateur ddc par le biais de la théorie des distributions, et ainsi
obtenir aisément tous les analogues des résultats de la théorie du potentiel sur les surfaes de
Riemann.
Les travaux de Rumely onernant la théorie non arhimédienne du potentiel, déjà men-
tionnés, sont également à l'origine de l'artile [18℄ de E. Kani, dans lequel la géométrie des
ourbes formelles est lairement reliée à une théorie du potentiel plus ou moints impliite sur
les bres génériques. Cette observation, qui préise l'intuition première d'Arakelov tout en la
renversant, est à la soure du travail eetué ii.
Nous avons hoisi de réduire expliitement la théorie du potentiel sur la ourbe stritement
k-analytique X à la théorie du potentiel sur les polyèdres entiers de dimension 1. Ce point de
vue, s'il a l'avantage d'être très onret, introduit des ompliations inutiles. Nous terminerons
ette présentation en mentionnant qu'il est possible de développer la théorie plus simplement
à partir du préfaiseau Y ; Log |OX(Y )
×| sur le site de Grothendiek XG de X, permettant
d'obtenir diretement le faiseau des (germes de) fontions lisses et l'opérateur ddc. Cette
approhe, inspirée par le travail de S. Bloh, H. Gillet et S. Soulé [6℄ devrait, de plus, permettre
d'aborder de manière eae la théorie du pluripotentiel en dimension supérieure (voir [14℄
pour des motivations).
L'inuene des idées de Berkovih et Kani sur la théorie que nous présentons est évidente ;
en fait, ette thèse est le fruit de la leture de l'artile [18℄ à la lumière des travaux de Berkovih
(dont nous n'utilisons que les aspets les plus élémentaires) et son ate de naissane gure
très préisément à la page 23 des notes [20℄ de B. Le Stum...
Plan.
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Voii maintenant une brève desription du ontenu de e travail.
Le premier hapitre est une suite de onsidérations très élémentaires sur les polyèdres de
dimension 1 munis d'une struture entière, laquelle est simplement la donnée, pour haque
arête a, d'un réseau entier dans l'espae vetoriel des fontions anes réelles sur a. Si es
objets ne sont pas autre hose que des graphes métrisés (déjà introduits, ave des motivations
analogues, dans [26℄, [13℄, [32℄ et [29℄), e point de vue est plus adapté à la géométrie formelle.
Les polyèdres entiers de dimension 1 fournissent le adre d'une théorie du potentiel relevant
de l'algèbre linéaire et sur laquelle il n'y a pas lieu de s'appesantir ; nous nous ontentons de
rassembler les résultats qui seront utilisés ultérieurement.
Le deuxième hapitre s'ouvre par des rappels de géométrie analytique sur un orps non
arhimédien k ; nous en protons pour xer ertaines onventions et introduire des notations.
On y préise, en partiulier, que la notion de ourbe k-analytique utilisée dans e travail
est elle introduite au hapitre 3 de [3℄ ; ei garantit que tout point possède un voisinage
stritement k-anoïde.
La suite du hapitre est dévolue à la onstrution du faiseau HX des germes de fontions
harmoniques sur une ourbe stritement k-analytique lisse. On proède pour e faire en deux
étapes.
 À toute Spf(k◦)-ourbe (formelle) simplement semi-stable X (voir la dénition 2.2.8) est
assoié un polyèdre entier S(X ) de dimension au plus 1 (le squelette de X ), d'espae
topologique sous-jaent une partie fermée de Xη, ainsi qu'une rétration τ : Xη → S(X ).
Cette onstrution est fontorielle pour les morphismes étales et vérie une ondition
de fontorialité faible pour les morphismes quelonques de Spf(k◦)-ourbes simplement
semi-stables. L'appliation τ permet de transférer sur Xη les objets et résultats de la
théorie du potentiel sur le polyèdre entier S(X ), e qui peut se onevoir omme une
généralisation de la notion de polygone de Newton (d'une série de Laurent). Cei élaire
par ailleurs la nature des  théories du potentiel loales  introduites par Kani dans [18℄.
 Utilisant la version rigide-analytique du théorème de rédution semi-stable établie par S.
Bosh et W. Lütkebohmert ([9℄), les onsidérations préédentes onduisent à la dénition,
pour tout espae stritement k-anoïde rig-lisse Y de dimension 1, de l'espae vetoriel
H(Y ) des fontions (réelles) ontinues sur Y qui sont harmoniques sur l'intérieur de Y ;
'est un sous-espae vetoriel de C0(Y,R). Étant alors donnée une ourbe stritement k-
analytique lisse X, le faiseau HX des germes de fontions harmoniques est déni omme
suit : une fontion (réelle) ontinue h sur un ouvert U de X est harmonique  'est-à-dire
une setion de HX sur U  si et seulement si h|Y ∈ H(Y ) pour tout domaine stritement
k-anoïde Y ⊂ U .
Nous onluons e hapitre par une omparaison entre le faiseau HX et le faiseau de
R-vetoriels sur X assoié au préfaiseau Log |O×X |, mettant en évidene l'obstrution qui
s'oppose, en général, à leur oïnidene.
Le troisième hapitre s'ouvre sur la vériation que le faiseau HX possède les propriétés
fondamentales attendues : prinipe du maximum, prinipe de Harnak et résolubilité loale du
problème de Dirihlet. Cei fait, nous introduisons le faiseau SHX des (germes de) fontions
sous-harmoniques sur la ourbe X en reopiant la dénition lassique : quel que soit l'ouvert
Ω ⊂ X, une fontion semi-ontinue supérieurement u : Ω → R ∪ {−∞} est sous-harmonique
si elle n'est identiquement égale à −∞ sur auune omposante onnexe de Ω et, pour tout
domaine stritement k-anoïde Y ⊂ Ω et toute fontion h ∈ H(Y ),
(
h|∂Y ≥ u|∂Y
)
⇒
(
h ≥ u|Y
)
.
vToute la suite du hapitre est onsarée a développement de la théorie du potentiel sur X,
'est-à-dire l'étude des faiseaux HX et SHX . Leurs propriétés fondamentales permettent
d'ores et déjà de transrire telle quelle la résolution du problème de Dirihlet par la méthode
de Perron.
On s'attend à e que les fontions sous-harmoniques soient intimement liées aux mesures
(de Radon) positives sur l'espae topologique loalement ompat X ; nous éluidons ette
question en l'abordant du point de vue de la théorie des distributions.
Cela ommene par la onstrution du faiseau A0X des (germes de) fontions  harmoniques
par moreaux , appelées fontions lisses, ainsi que le faiseau A1X des (germes de) formes
lisses, lesquelles sont ertaines mesures sur X. Les développements du hapitre 2 onduisent
naturellement à l'introdution d'un opérateur linéaire ddc : A0X → A
1
X , de noyau HX , qui
prolonge le  laplaien disret  sur les polyèdres entiers S(X ).
Les espaes vetoriels A0c(X) et A
1
c(X) des fontions et formes lisses à support ompat
sont naturellement munis d'une topologie loalement onvexe pour laquelle toutes les formes
linéaires sont ontinues. Les espaes D0(X) et D1(X) des ourants de degré 0 et 1 respetive-
ment sont dénis par dualité :
D0(X) = A1c(X)
′ D1(X) = A0c(X)
′
et munis de la topologie faible. L'espae A0(X) (resp. A1(X)) se plonge anoniquement dans
D0(X) (resp. D1(X)) et l'on vérie que l'appliation linéaire (ontinue) de D0(X) dans D1(X),
obtenue par transposition à partir de ddc, est un prolongement de et opérateur. Ayant observé
que D0(X) s'identie anoniquement à l'espae vetoriel des fontions réelles sur une partie
I(X) de X, muni de la topologie de la onvergene simple, nous sommes don en mesure
d'appliquer ddc à n'importe quelle fontion réelle sur X (au sens des distributions). On peut
dès maintenant préiser que I(X) s'identie anoniquement à la limite indutive des squelettes
S(X ) préédemment dénis.
L'opérateur ddc : D0(X) → D1(X) possède les mêmes propriétés que dans le adre arhi-
médien :
 il est régulier, dans le sens où A0(X) s'identie à l'espae des ourants T de degré 0 sur
X tels que ddcT appartienne au sous-espae A1(X) de D1(X) ;
 siX est onnexe et propre, son image est onstituée des ourants ρ de degré 1 orthogonaux
aux fontions onstantes (tels que 〈ρ, 1〉 = 0).
Le lien ave l'étude des fontions sous-harmoniques sur X s'opère en établissant que elles-
i s'identient aux ourants T de degré 0 tels que le ourant ddcT soit positif, 'est-à-dire
vérie
〈ddcT,ϕ〉 = 〈T,ddcϕ〉 ≥ 0
pour toute fontion positive ϕ ∈ A0c(X). Comme dans le ontexte arhimédien, les ourants
(de degré 1) positifs oïnident ave les mesures de Radon positives sur X ; nous en dé-
duisons la orrespondane familière entre mesures positives et fontions sous-harmoniques
(potentiels). Tout ei déoule aisément du théorème d'approximation suivant : une fontion
sous-harmonique u sur X est, sur tout ouvert relativement ompat Ω de X, l'enveloppe
inférieure d'une famille déroissante de fontions sous-harmoniques et lisses.
Sur le modèle de la théorie lassique, nous poursuivons en introduisant des méthodes hil-
bertiennes ; elles-i trouvent leur origine dans la forme bilinéaire symétrique positive
A0c(X) ×A
0
c(X)→ R, (ϕ,ψ) 7→ −
∫
X
ϕ ddcψ
vi
(forme de Dirihlet), version non arhimédienne de la forme bilinéaire
C∞(M,R)× C∞(M,R)→ R, (ϕ,ψ) 7→ −
∫
M
ϕ ddcψ =
i
π
∫
M
∂ϕ ∧ ∂ψ,
où M est une surfae de Riemann ompate et qui généralise, dans le as d'une valuation
disrète, la forme d'intersetion sur le groupe des diviseurs  vertiaux  sur les modèles
entiers de X. La omplétion de A0c relativement à e produit salaire est un espae de Hilbert
réel, noté W1(X), qui s'identie anoniquement à un sous-espae vetoriel de D0(X). Une
mesure positive µ sur X est d'énergie nie si elle admet un potentiel g dans W1(X), l'énergie
E(µ) de µ étant alors dénie omme le arré de la norme de g.
Nous utilisons e point de vue pour l'étude des apaités. Supposons que X soit propre et
soit Y ⊂ X un domaine k-anoïde, d'intérieur Ω ; la apaité relative d'un ompat K de Ω
est le nombre réel positif C(K,Ω) déni par la formule
C(K,Ω) =
(
inf{EΩ(µ) ; µ ∈ Prob(K)}
)−1
,
où Prob(K) est l'ensemble des mesures de probabilité sur K et EΩ(µ) est l'énergie de la mesure
µ (relativement à l'ouvert Ω). On pose
C(E,Ω) = sup{C(K,Ω) ; K ⊂ E ompat}
pour tout sous-ensemble E de Ω et la apaité extérieure (relative à Ω) est la fontion
C∗(.,Ω) : P(Ω) → R≥0 ∪ {+∞}
E 7→ inf{C(U,Ω) ; U ⊂ Ω ouvert, E ⊂ U}.
C'est une apaité au sens de G. Choquet, dont on montre qu'elle s'annule exatement sur
les parties polaires de Ω, 'est-à-dire elles ontenues dans l'ensemble {u = −∞} des ples
d'une fontion sous-harmonique u sur Ω. Nous avons ii suivi d'assez près la présentation
donnée par M. Klimek dans [19℄, en la simpliant autant que possible (auune propriété de
quasi-ontinuité des fontions sous-harmoniques n'est utilisée).
Les résultats préédents permettent de prouver l'existene des potentiels d'équilibre assoiés
à un ompat strit et non polaire K ⊂ X : étant donné un point x ∈ X − K, il existe une
unique fontion sous-harmonique g : X − {x} → R, harmonique sur X − (K ∪ {x}) et nulle
sur K en dehors d'une partie polaire, telle que ddcg = ν − δx, où ν ∈ Prob(K). Comme
dans le ontexte arhimédien, le potentiel d'équilibre d'un point x de X − K onduit à la
dénition d'une norme ||.||K(x) sur la H(x)-droite vetorielle x
∗
(
Ω1X
)∨
; pour tout t non nul
dans x∗
(
Ω1X
)∨
, la fontion
{ompats de X − {x}} → R≥0
K 7→
{
||t||K(x) si K n'est pas polaire
0 si K est polaire
se prolonge naturellement en une apaité Capx,t sur P(X − {x}) (au sens de Choquet).
Après quelques exemples de aluls de apaités (relatives)  dans lesquels on suppose le
orps k disrètement valué et où l'on s'intéresse à des sous-ensembles de X(k) , le troisième
hapitre s'ahève sur la démonstration du résultat suivant : toute fontion sous-harmonique u
sur une ourbe stritement k-analytique lisse X est entièrement déterminée par sa restrition
au sous-ensemble X0 des points x ∈ X dont le orps résiduel est une extension nie de k ;
'est une appliation de nos onsidérations sur les apaités.
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Nous utilisons le formalisme développé aux deuxième et troisième hapitres pour donner une
présentation de la géométrie d'Arakelov d'une Q-ourbe algébrique propre X ne faisant pas
intervenir de modèle entier et intégrant, sur le modèle de l'artile [11℄, des fontions de Green
(arhimédiennes et non arhimédiennes) ne présentant qu'une régularité de type W1. Que la
omposante non arhimédienne de la géométrie d'Arakelov usuelle, 'est-à-dire la théorie de
l'intersetion sur une Z-ourbe, doivent relever d'une théorie du potentiel adéquate est une
observation de E. Kani.
Cette généralisation de la théorie d'Arakelov est illustrée par la version préisée d'un théo-
rème d'équidistribution des suites de points de petite hauteur sur les ourbes.
Suite aux travaux de R. Rumely, T. Chinburg a proposé une autre approhe de la notion
de apaité arithmétique, fondée sur la notion de apaité setionnelle et reposant sur l'étude
du ovolume de réseaux naturels dans des espaes de setions de faiseaux inversibles. Dans le
as des ourbes, la omparaison entre es deux points de vue est expliitée dans l'artile [27℄.
Nous onluons le quatrième hapitre en montrant omment déduire le résultat prinipal de
[27℄ du théorème de Hilbert-Samuel arithmétique usuel (sous la forme que lui donne S.-W.
Zhang dans [33℄). Notre argument repose sur l'observation que la métrique sous-harmonique
assoiée à un ompat (non polaire) K est à la fois
 l'enveloppe inférieure d'une famille déroissante de métriques sous-harmoniques ontinues
(obtenues en élargissant onvenablement K),
 l'enveloppe supérieure d'une famille roissante de métriques sous-harmoniques ontinues
(propriété partagée par toutes les métriques sous-harmoniques),
le as d'une métrique sous-harmonique ontinue relevant du théorème de Hilbert-Samuel arith-
métique.
Le inquième et dernier hapitre expliite les relations qu'entretient la théorie développée
dans ette thèse ave les travaux de R. Rumely, R. Rumely et M. Baker, E. Kani, C. Favre
et M. Jonsson.
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Remarque onlusive.
Nous avons expliqué au début de l'introdution que la prinipale motivation de ette thèse
fut d'élaborer une théorie du potentiel sur les ourbes analytiques non arhimédiennes formel-
lement similaire à la théorie usuelle sur les ourbes analytiques omplexes  don en dimension
réelle 2. Terminons en relevant expliitement qu'une analogie naturelle apparaît, tout au long
de e travail, ave la théorie du potentiel lassique en dimension réelle 1 ; ette observation,
prégnante mais impliite dans le texte qui suit, peut en failiter la leture.
11. Polyèdres entiers
1.1. Généralités
1.1.1. Polytopes
Soient V un espae vetoriel réel de dimension nie et Λ un réseau dans l'espae vetoriel
dual V ∨. L'espae vetoriel réel Aff(V ) = R ⊕ V ∨ des fontions anes sur V est engendré
par le sous-groupe abélien Λ(V ) = R⊕ Λ.
Un polytope entier (dans V ) est une partie ompate et non vide P de V dénie par des
inéquations 0 ≤ ϕ1, . . . , 0 ≤ ϕn, où ϕ1, . . . , ϕn ∈ R ⊕ Λ. Les restritions à P des éléments
de R ⊕ Λ forment un sous-groupe abélien, noté Λ(P ), de l'espae vetoriel réel Hom(P,R)
des appliations de P dans R ; 'est la somme de R  identié au sous-groupe des fontions
onstantes  et d'un groupe abélien libre de type ni. Le sous-espae vetoriel de Hom(P,R)
engendré par Λ(P ) est noté ΛR(P ).
Remarque 1.1.1
1. Un polytope entier est onvexe, don onnexe.
2. Étant donné un polytope entier P dans V , déni par des inéquations 0 ≤ ϕ1, . . .,
0 ≤ ϕn, ϕi ∈ Λ(V ), l'appliation tautologique
ι : P → ΛR(P )
∨
réalise une bijetion de P sur le sous-ensemble
{u ∈ ΛR(P )
∨ ; 〈u, 1〉 = 1 et 〈u, ϕi |P 〉 ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n},
〈., .〉 désignant le rohet de dualité.
3. La remarque préédente permet d'introduire une notion abstraite de polytope entier :
'est la donné d'un ouple (P,Λ(P )), formé d'un ensemble non vide P et d'un sous-
groupe Λ(P ) du groupe abélien Hom(P,R), appelé groupe strutural de P , qui satisfait
aux onditions suivantes :
- Λ(P ) ontient le sous-groupe R des fontions onstantes ;
- le quotient Λ(P )/R est un groupe abélien libre de type ni ;
- notant ΛR(P ) le sous-espae vetoriel de Hom(P,R) engendré par Λ(P ), l'appliation
tautologique
ι : P → ΛR(P )
∨
réalise une bijetion de P sur une partie ompate de l'hyperplan d'équation 〈u, 1〉 = 1
dénie par un nombre ni d'inégalités 〈u, ϕ〉 ≥ 0, ϕ ∈ Λ(P ). L'ensemble P est muni de
la topologie faisant de ι un homéomorphisme et l'on notera abusivement P le polytope
entier (P,Λ(P )) si ela ne prête pas à onfusion.
Un morphisme d'un polytope entier P dans un polytope entier P ′ est une appliation
f : P → P ′ telle que l'homomorphisme f∗ : Hom(P ′,R) → Hom(P,R) envoie Λ(P ′) dans
Λ(P ). Un sous-polytope entier d'un polytope entier P est une partie non vide de P dénie
par un nombre ni d'inéquations de la forme 0 ≤ ϕ, ϕ ∈ Λ(P ).
Les faes d'un polytope entier P sont les parties non vides de P dénies par une équation
ϕ = 0, ϕ ∈ Λ(P ) étant une fontion positive sur P ; e sont des sous-polytopes entiers de P .
La dimension d'un polytope entier P , notée dim(P ), est par dénition le rang du groupe
abélien libre Λ(P )/R et le bord ∂P de P est la réunion des faes de dimension < dim(P ) ; le
2omplémentaire P − ∂P est l'intérieur de P . La dimension de P oïnide ave la dimension
topologique de son intérieur.
Une déomposition élémentaire d'un polytope entier P est la donnée d'une famille nie D
de sous-polytopes entiers de P vériant les onditions suivantes :
(i) pour tout Q ∈ D, haune des faes de Q appartient à D ;
(ii) pour tous Q,Q′ ∈ D, Q ∩Q′ = ∅ ou est une fae de Q et Q′ ;
(iii) P est la réunion des Q ∈ D.
Remarque 1.1.2.  Si D est une déomposition élémentaire de P , la ondition (ii) implique
que deux sous-polytopes distints Q,Q′ ∈ D ont des intérieurs disjoints et les onditions (i)
et (iii) montrent que P est la réunion disjointe des intérieurs des Q ∈ D.
Étant donné un polytope entier P , une appliation ontinue f : P → R est dite ane par
moreaux s'il existe une déomposition élémentaire D de P telle que, pour tout Q ∈ D, la
restrition de f à Q appartienne à ΛR(Q). L'ensemble des fontions anes par moreaux sur
P est un R-espae vetoriel noté A0(P ) et A0Z(P ) désigne le sous-groupe abélien des fontions
ontinues et anes par moreaux f pour lesquelles il existe une déomposition élémentaire D
de P telle que f|Q ∈ Λ(Q) pour tout Q ∈ D.
Remarque 1.1.3.  Soit P un polytope entier ; la atégorie C(P ), dont les objets sont les
sous-polytopes entiers de P et les morphismes les inlusions, est munie d'une topologie de
Grothendiek naturelle pour laquelle les familles ouvrantes sont les reouvrements nis. Le
faiseau assoié au préfaiseau Q 7→ Λ(Q) (resp. Q 7→ ΛR(Q)) sur C(P ) n'est autre que le
fonteur Q 7→ A0Z(Q) (resp. Q 7→ A
0(Q)).
1.1.2. Polyèdres
Soit S un espae topologique séparé dont les omposantes onnexes sont dénombrables à
l'inni ; un atlas Z-polyédral sur S est la donnée d'une famille τ de triplets (V, P, ϕ), onstitués
d'une partie ompate V de S, d'un polytope entier P et d'un homéomorphisme ϕ de V sur
P , qui satisfait aux onditions suivantes :
1. pour tous (V, P, ϕ), (V ′, P ′, ϕ′) ∈ τ , V ∩ V ′ = ∅ ou ϕ(V ∩ V ′) (resp. ϕ′(V ∩ V ′)) est
un sous-polytope entier de P (resp. P ′) et ϕ′ ◦ ϕ−1 induit un isomorphisme entre les
polytopes entiers ϕ(V ∩ V ′) et ϕ′(V ∩ V ′) ;
2. pour tout point x ∈ S, il existe (V1, P1, ϕ1), . . . , (Vn, Pn, ϕn) ∈ τ tels que x ∈ V1∩ . . .∩Vn
et que V1 ∪ . . . ∪ Vn soit un voisinage de x dans S.
3. pour tout ompat K de S, il n'existe qu'un nombre ni de artes (V, P, ϕ) ∈ τ telles
que ϕ(V ) ∩K 6= ∅.
Deux atlas Z-polyédraux τ et τ ′ sur S sont dits équivalents si la réunion τ ∪ τ ′ est un atlas
Z-polyédral sur S.
Définition 1.1.4.  Un polyèdre entier est la donnée d'un espae topologique séparé S et
d'une lasse d'équivalene d'atlas Z-polyédraux sur S.
Définition 1.1.5.  Un sous-polytope d'un polyèdre entier S est une partie ompate non
vide V de S gurant dans un atlas Z-polyédral.
Remarque 1.1.6.  L'espae topologique sous-jaent à un polyèdre entier est loalement
ompat.
3La dimension d'un polyèdre entier S en un point x est le maximum dimx(S) des dimensions
des polytopes gurant dans un atlas Z-polyédral et ontenant x ; 'est une fontion semi-
ontinue supérieurement de x et la dimension de S est dénie omme la borne supérieure des
dimx(S), x ∈ S.
Une appliation f : S → R sur un polyèdre entier S est dite ane par moreaux s'il
existe un atlas Z-polyédral τ dénissant la struture de S tel que, pour tout (V, P, ϕ) ∈ τ ,
f ◦ ϕ−1 ∈ ΛR(P ) (ette ondition ne dépend pas du hoix de τ ) ; l'espae vetoriel réel des
fontions anes par moreaux sur S est noté A0(S) et A0Z(S) désigne le sous-groupe des f
telles que f ◦ ϕ−1 ∈ Λ(P ) pour tout (V, P, ϕ) ∈ τ . Une fontion ane par moreaux est
ontinue.
Un morphisme entre deux polyèdres entiers S, S′ est une appliation ontinue f : S → S′
vériant la ondition suivante : pour des atlas τ, τ ′ onvenables sur S, S′, il existe, pour toute
arte (V, P, ϕ) ∈ τ , une arte (V ′, P ′, ϕ′) ∈ τ ′ telle que f(V ) ⊂ V ′ et ϕ′ ◦ f ◦ ϕ−1 soit un
morphisme de polytopes entiers.
Définition 1.1.7.  Soit S un polyèdre entier. Un domaine polyédral dans S est une
partie S′ ⊂ S qui est la réunion d'une famille loalement nie de sous-polytopes entiers.
La atégorie C(S), dont les objets sont les domaines polyédraux de S et les morphismes
les inlusions, est munie d'une topologie de Grothendiek naturelle engendrée par les reou-
vrements loalement nis par des sous-polytopes. Le préfaiseau
C(S)op → VectR, S
′ 7→ A0(S′)
est un faiseau.
On dira qu'un morphisme de polyèdres entiers f : S′ → S est un isomorphisme G-loal si
'est un isomorphisme loalement pour les topologies de Grothendiek sur S et S′. En lair,
ela signie qu'il existe des reouvrements admissibles U et U ′ de S et S′ respetivement tels
que, pour tout P ′ ∈ U ′, f(P ′) ∈ U et f|P ′ réalise un isomorphisme de P
′
sur P . En guise
d'exemple, on peut noter que, pour tout reouvrement admissible U d'un polyèdre entier S,
la somme disjointe S′ des éléments de U est un polyèdre entier et le morphisme anonique
S′ → S est un isomorphisme G-loal.
Soient P un polytope entier de dimension 1 et x un point de ∂P . Il existe, par dénition
de ∂P , une fontion non onstante ϕ ∈ Λ(P ) telle que 0 ≤ ϕ et ϕ(x) = 0 ; on peut en outre
hoisir ϕ telle que son image dans Λ(P )/R soit un générateur de e groupe abélien libre de
rang 1. L'unique fontion dans Λ(P ) satisfaisant à es onditions est notée tx.
L'appliation tx : P → R est un homéomorphisme de P sur un segment [0, a], 0 < a ; le
bord ∂P de P est don onstitué de x et du point x′ de P tel que tx(x
′) = a ; notant t la
fontion oordonnée anonique sur R, tx réalise un isomorphisme entre les polytopes entiers
P et ([0, tx(x
′)],R ⊕ Zt).
Un polyèdre entier purement de dimension un n'est pas autre hose qu'un graphe loalement
métrisé, 'est-à-dire un espae topologique séparé et loalement métrisé S dans lequel tout
point x admet un système fondamental de voisinages de la forme V1 ∪ . . . ∪ Vn, où V1, . . . , Vn
sont des ompats de S ontenant x et isométriques à des segments de R. Le groupe A0Z(S) est
formé des appliations f : S → R pour lesquelles il existe, en tout point x ∈ S, un voisinage
V1 ∪ . . . ∪ Vn de la forme préédente tel que, pour tout i ∈ {1, . . . , n} et toute injetion
isométrique j : Vi →֒ R, f|Vi = j
∗fi, fi étant une fontion ane dont la dérivée est un entier.
41.2. Théorie du potentiel sur les polyèdres de dimension 1
1.2.1. Fontions harmoniques
Soit S un polyèdre entier de dimension au plus 1 ; étant donné un point x ∈ S tel que
dimxS = 1, il existe des sous-polytopes entiers V1, . . . , Vn de S tels que
(i) dim(Vi) = 1,
(ii) x soit une fae de V1, . . . , Vn et Vi ∩ Vj = {x} si i 6= j,
(iii) V1 ∪ . . . ∪ Vn soit un voisinage de x dans S.
L'espae topologique V = V1 ∪ . . . ∪ Vn est homéomorphe à la somme de n opies de [0, 1]
amalgamées en 0 et l'ensemble π0(V −{x}) ne dépend don pas du hoix du voisinage onnexe
V assez petit de x. Il en va plus généralement de même pour tout point x d'un polyèdre entier
de dimension au plus 1, et ensemble étant vide si dimx(S) = 10. Il est noté TxS et appelé le
ne tangent à S en x.
Il existe une notion naturelle  bien que d'intérêt limité du point de vue adopté dans la suite
 de bord d'un polyèdre entier de dimension (au plus) 1, ompatible ave elle préédemment
dénie lorsque S est un polytope.
Définition 1.2.1.  Le bord d'un polyèdre entier S de dimension au plus 1 est l'ensemble
∂S des points x de S tel que TxS soit de ardinal exatement un.
Soit toujours S un polyèdre entier S de dimension au plus 1. On appellera déomposition
élémentaire de S un atlas Z-polyédral D satisfaisant aux deux onditions suivantes :
(i) pour tout sous-polytope P ∈ D et toute fae P ′ de P , P ′ ∈ D (stabilité par passage aux
faes) ;
(ii) pour tous sous-polytopes P,P ′ ∈ D, P ∩ P ′ = ∅ ou P ∩ P ′ est une fae de P et P ′.
On notera D[ℓ] l'ensemble des P ∈ D tels que dim(P ) = ℓ (0 ≤ ℓ ≤ 1).
Il est faile d'établir l'existene d'une telle déomposition : partant d'un atlas τ , onsidérons
l'atlas τ ′ obtenu en ajoutant, pour haque polytope P ∈ τ , tous les polytopes P ∩P ′, P ′ ∈ τ ;
e nouvel atlas est stable par intersetion ; on dénit alors τ ′0 omme la olletion de tous les
polyotpes P ∈ τ ′ satisfaisant à la ondition :
∀P ′ ∈ τ ′, (P ⊂ P ′ et dim(P ) = dim(P ′))⇒ P = P ′
et l'on obtient une déomposition élémentaire D de S en onsidérant toutes les faes des
polytopes P ∈ τ ′0.
Quel que soit le polytope entier S de dimension au plus 1 muni d'une déomposition
élémentaire D, une fontion w : D[1] → R>0 dénit, pour tout x ∈ S, une appliation
wx : TxS → R>0. La dénition suivante est introduite en vue des appliations aux ourbes
k-analytiques lisses (f. hapitre 2).
Définition 1.2.2.  Si S est un polyèdre entier de dimension au plus 1, un poids w sur
S est la donnée, pour tout point x de S tel que dimx(S) = 1, d'une appliation wx de TxS
dans R>0, la olletion des wx, x ∈ S, provenant d'une déomposition élémentaire de S.
Un polyèdre entier de dimension au plus 1 et muni d'un poids est dit pondéré.
Remarque 1.2.3
1. Nous dirons que le poids w est onstant sur un sous-polytope P de S si : pour tous
x, x′ ∈ P et t, t′ ∈ TxP , wx(t) = wx′(t
′).
2. Soient (S,w) et (S′, w′) deux polyèdres entiers pondérés et f un isomorphisme G-loal
de S′ sur S ; on dira que f est ompatible aux poids (ou enore que 'est un isomorphisme
5G-loal de polyèdres entiers pondérés) si, pour tout point x ∈ S et tout élément t ∈ TxS :
wx(t) =
∑
x′∈f−1(x)
∑
t′∈Tx′S
′ ; Txf(t′)=t
wx′(t
′),
où Tx′f est l'appliation de Tx′S
′
dans TxS induite par f .
Remarque 1.2.4
Les polyèdres entiers que l'on renontrera au hapitre 2 proviendront des graphes de ré-
dution de ourbes algébriques nodales, lesquels sont munis d'une déomposition élémentaire
anonique. Dans e ontexte, les sous-polytopes de dimension 1 orrespondront aux points
singuliers des ourbes onsidérées et les poids seront simplement les degrés résiduels de es
points.
Un polyèdre entier de dimmnsion au plus 1 est muni, par défaut, du poids onstant égal à
1 : pour tout x ∈ S tel que dimx(S) = 1, wx ≡ 1.
Définition 1.2.5.  Soit S un polyèdre entier de dimension au plus 1. Un sous-polyèdre
de S est un domaine polyédral S′ ⊂ S tel que S′ − ∂S′ soit ouvert dans S.
Remarque 1.2.6.  Étant donné un polyèdre entier S et un domaine polyédral S′ ⊂ S,
l'ensemble TxS
′
s'identie anoniquement à un sous-ensemble de TxS pour tout point x ∈ S
′
;
ela permet de munir S′ du poids induit par elui de S. Le domaine polyédral S′ est un sous-
polyèdre de S si et seulement si TxS
′ = TxS pour tout x ∈ S
′ − ∂S′.
Convention. À partir de maintenant, tous les polyèdres entiers onsidérés sont de di-
mension au plus 1 et pondérés ; on parlera simplement de polyèdres entiers.
Soient P un polytope entier de dimmnsion 1 et x, x′ les deux points du bord de P . L'unique
fontion tx ∈ Λ(P ) telle que tx ≥ 0, tx(x) = 0 et dont l'image engendre Λ(P )/R est une base
de l'espae vetoriel {f ∈ ΛR(P ) | f(x) = 0} et l'on note λP,x l'appliation R-linéaire de
ΛR(P ) dans R telle que
f = f(x) + λP,x(f)tx,
f ∈ ΛR(P ). De manière équivalente, l'appliation tx : P → R réalise un isomorphisme de P
sur le polytope entier ([0, tx(x
′)],R ⊕ Zt) et f = t∗x(f(x) + λP,x(f)t).
S'il n'y a pas de risque de onfusion, ette appliation sera simplement notée λx.
L'appliation R-linéaire λx : ΛR(P ) → R se prolonge en une appliation R-linéaire de
A0(P ) dans R, enore notée λx : si f ∈ A0(P ), il existe un sous-polytope entier Q de P tel
que dim(Q) = 1, x soit une fae de Q et f|Q ∈ ΛR(Q) ; le réel λQ,x(f) ne dépend pas du hoix
de Q.
La fontion tx(x
′)− tx ∈ Λ(P ) est positive sur P , nulle en x
′
et son image dans le groupe
abélien Λ(P )/R, oïnidant ave elle de −tx, est un générateur. Il en résulte l'égalité tx′ =
tx(x
′)− tx et don, pour toute fontion f ∈ ΛR(P ),
λx(f) + λx′(f) = 0.
Tout point y intérieur à P détermine une déomposition élémentaire D = {x, y, x′, P ′, P ′′} de
P , où P ′, P ′′ sont des sous-polytopes entiers de P de dimension 1, de bords {x, y}, {y, x′}
respetivement. Étant donnée une fontion f dans ΛR(P ), f|P ′ ∈ ΛR(P
′), f|P ′′ ∈ ΛR(P
′′) et
don
λP ′,x(f) + λP ′,y(f) = λP ′′,x′(f) + λP ′′,y(f) = 0 ;
utilisant l'égalité λP ′,x(f) + λP ′′,x′(f) = 0, il en déoule nalement :
λP ′,y(f) + λP ′′,y(f) = 0.
6Soient S un polyèdre entier et x un point de S tel que dimx(S) = 1. Étant donnés des
sous-polytopes entiers P1, . . . , Pn de S tels que
(i) dim(Pi) = 1,
(ii) x soit une fae de P1, . . . , Pn et Pi ∩ Pj = {x} si i 6= j,
(iii) P1 ∪ . . . ∪ Pn soit un voisinage de x dans S,
TxS s'identie à π0(P1 ∪ . . . ∪ Pn − {x}) et l'appliation R-linéaire
A0(S)
res // A0(Pi)
λPi,x // R
ne dépend que du point t ∈ TxS assoié à Pi ; elle est notée λx,t. Rappelant que S est muni
d'un poids w, nous introduisons une forme R-linéaire sur A0(S) en posant
λx =
∑
t∈TxS
wx(t)λx,t.
Cette dernière formule garde en sens lorsque x est un point isolé de S : TxS = ∅ et don
λx(f) = 0 pour toute fontion f ∈ A
0(S).
Il existe, pour toute fontion f|Q ∈ A
0(S), une déomposition élémentaire D de S telle que
f|Q ∈ ΛR(Q) pour tout Q ∈ D ; tous les points x ∈ S tels que λx(f) 6= 0 sont alors ontenus
dans l'ensemble loalement ni des polytopes Q ∈ D de dimension 0. Notant A1(S) l'espae
vetoriel des mesures réelles sur S dont le support est loalement ni, la formule
ddcf =
∑
x∈S
λx(f)δx
dénit une appliation linéaire ddc : A0(S)→ A1(S).
Définition 1.2.7.  Étant donnés un polyèdre entier S et un point x ∈ S, une fontion
ane par moreaux h sur S est dite harmonique en x si λx(f) = 0.
Pour tout sous-ensemble loalement ni Γ de S, une fontion ane par moreaux sur S est
dite harmonique sur S − Γ si elle est harmonique en tout point de S − Γ, 'est-à-dire si le
support de ddcf est ontenu dans Γ.
L'ensemble des fontions ontinues sur S et harmoniques sur S − Γ est un sous-espae
vetoriel de A0(S), noté H(S,Γ).
Remarque 1.2.8
1. Soient Γ une partie loalement nie de S et D une déomposition élémentaire de S telle
que :
 le poids w soit onstant sur haque polytope P ∈ D[1] ;
 Γ ⊂ D[0].
Étant donnés une fontion h ∈ H(S,Γ) et un polytope entier P ∈ D[1], la remarque
préédente montre que la restrition de h à P est harmonique sur P − ∂P relativement
au poids induit par w ; puisque elui-i est onstant, h|P ∈ H(P, ∂P ) = ΛR(P ).
2. Étant donnés une partie loalement nie Γ de S et un sous-polyèdre entier S′ ⊂ S,
Γ′ = Γ ∩ S′ est une partie loalement nie de S′. Pour toute fontion h ∈ H(S,Γ), la
fontion h|S′ appartient à l'espae H(S
′,Γ′ ∪ ∂S′) : en eet, l'injetion S′ →֒ S est un
isomorphisme au voisinage de tout point de S′−∂S′ et don λx(h|S′) = λx(h) pour tout
point x ∈ S′ − ∂S′.
3. Soit Γ une partie loalement nie de S ; il existe, pour toute fontion h ∈ H(S,Γ), une
déomposition élémentaire D de S telle que h|P ∈ ΛR(P ) pour tout polytope P ∈ D[1].
74. Soit f : (S′, w′) → (S,w) un isomorphisme G-loal de polyèdres pondérés, surjetif ;
étant donnée une fontion ϕ ∈ A0(S),
f∗(dd
cf∗ϕ) = f∗
( ∑
x′∈S′
∑
t′∈Tx′S
′
λx′,t′(f
∗ϕ)w′x′(t
′)
)
=
∑
x∈S
∑
t∈TxS
λx,t(ϕ)
( ∑
x′∈f−1(x)
∑
t′∈Tx′S
′ ; Tx′f(t
′)=t
w′x′(t
′)
)
=
∑
x∈S
∑
t∈TxS
λx,t(ϕ)wx(t)
= ddcϕ.
Il onvient enn de remarquer le fait suivant : quelle que soit la partie loalement nie
Γ de S, toute fontion h ∈ H(S,Γ) est loalement onstante au voisinage des points de ∂S
n'appartenant pas à Γ. En eet, étant donné x ∈ ∂S ∩ (X − Γ), dimx(S) = 1 et il existe
un sous-polytope entier P de S qui est un voisinage de x et tel que h|P ∈ ΛR(P ) ; notant t
l'unique point de TxS, on a alors 0 = λx(h) = wx(t)λP,x(h|P ), don λP,x(h|P ) = 0 puisque
wx(t) > 0, et h|P est onstante.
1.2.2. Propriétés
Soient S un polyèdre entier et Γ une partie loalement nie de S ; nous allons rapidement
passer en revue les prinipales propriétés attahées au sous-espae H(S,Γ) de A0(S).
Proposition 1.2.9.  (Prinipe du maximum)
Une fontion h ∈ H(S,Γ) admet un extremum en un point x ∈ S − Γ si et seulement si h est
loalement onstante en x.
Démonstration. L'assertion est triviale au voisinage de tout point isolé de S.
Considérons des sous-polytopes entiers P1, . . . , Pn de S tels que dim(Pi) = 1, x soit une fae
de P1, . . . , Pn, P1∪. . .∪Pn soit un voisinage de x et h|Pi ∈ ΛR(Pi). Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Pi
détermine un point ti dans TxS et λx,ti(h) = λPi,x(h|Pi). Reprenant les notations introduites
au paragraphe 1.2.1,
h|Pi = h(x) + λPi,x(h)ti,x
et, la fontion ti,x étant stritement positive sur Pi −{x}, h a un minimum (resp. maximum)
loal en x si et seulement si λPi,x(h) ≥ 0 (resp. λPi,x(h) ≤ 0) pour tout i. Puisque wx(ti) > 0
pour tout i et
∑
1≤i≤nwx(ti)λPi,x(h) = 0 par harmoniité de h en x, il en résulte que h admet
un extremum loal en x si et seulement si λPi,x(h) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}, 'est-à-dire
si et seulement si h est onstante au voisinage de x. 2
Corollaire 1.2.10.  Si S est ompat et si Γ renontre toutes les omposantes onnexes
de S,
max
S
h = max
Γ
h et min
S
h = min
Γ
h
pour toute fontion h ∈ H(S,Γ).
Corollaire 1.2.11.  Supposons S ompat et onnexe ; si Card(Γ) ≤ 1, toute fontion
dans H(S,Γ) est onstante.
8Proposition 1.2.12.  (Prinipe de Harnak)
Soient Γ une partie loalement nie de S et (hn) une suite roissante dans H(S,Γ) ; sur
haune des omposantes onnexes de S − Γ, l'une des deux assertions suivantes est vraie :
1. la suite (hn) onverge loalement uniformément vers +∞ ;
2. la suite (hn) onverge loalement uniformément vers une fontion harmonique.
Démonstration. Pour tout polytope entier P de dimension 1, une suite roissante (hn) dans
ΛR(P ) onverge, loalement uniformément sur P − ∂P , vers +∞ ou onverge, uniformément
sur P , vers un élément h de ΛR ; dans e dernier as, λx(h) est la limite des λx(hn) pour tout
point x ∈ ∂P .
Soit D une déomposition élémentaire de S telle que le poids w soit onstant sur haque
Q ∈ D[1] et Γ ⊂ D[0]. Ce que l'on vient de dire s'applique à haque P ∈ D[1].
Soit Ω l'ensemble des points de S − Γ en lequels la suite (hn) n'est pas majorée. C'est une
partie ouverte de S−Γ : étant donné un point x ∈ Ω, il existe P ∈ D[1] tel que x ∈ P−∂P ⊂ Ω
si x ∈ S −D[0], tandis que P − ∂P ⊂ Ω pour tout P ∈ D[1] tel que x ∈ ∂P si x ∈ D[0]− Γ.
Le omplémentaire Ω′de Ω dans S − Γ et également une partie ouverte : étant donné un
point x ∈ Ω′, il existe P ∈ D[1] tel que x ∈ P ⊂ Ω si x ∈ S−D[0] ; dans le as où x ∈ D[0]−Γ,
l'harmoniité des fontions hn au point x implique P ⊂ Ω
′
pour tout P ∈ D[1] tel que x ∈ ∂P :
en eet, quel que soit P ∈ D[1] tel que x ∈ ∂P = {x, x′}, la suite de terme général
λP,x =
hn(x
′)− hn(x)
tx(x′)
est minorée ; puisque les fontions hn sont harmoniques en x, il en déoule que la suite
(λP,x(hn)) est également majorée, don que P est ontenu dans Ω
′
.
Nous venons de vérier que le sous-ensemble Ω de S − Γ est ouvert et fermé ; 'est par
onséquent une réunion de omposantes onnexes de §−Γ, sur lesquelles la suite (hn) onverge
loalement uniformément vers +∞.
Soit C une omposante onnexe de S − Γ disjointe de Ω. La suite (hn) onverge unifor-
mément sur tout P ∈ D[1], P ⊂ C, vers une fontion hP ∈ ΛR(P ). Il existe une fontion
h ∈ H(C,D[0] ∩ C) et une seule telle que
h|P = hP
pour tout P ∈ D[1], P ⊂ C. Quel que soit le point x de C appartenant à (D[0]− Γ) ∩ C,
λx(h)0 lim
n
λx(hn) = 0
et don h est harmonique sur C − Γ. La démonstration de la proposition est ahevée. 2
Proposition 1.2.13.  Soit S un polyèdre ; pour toutes fontions h1, h2 ∈ A
0(S) dont
l'une au moins s'annule en dehors d'une partie ompate de S,∫
S
h1dd
ch2 =
∫
S
h2dd
ch1.
Démonstration. Soit Γ une partie loalement nie de S telle que h1, h2 ∈ H(S,Γ) et soit D
une déomposition élémentaire de S telle que Γ ⊆ D[0] ; quitte à raner la déomposition D,
9on peut supposer que le poids w de S provient d'une fontion sur D[1]. Puisque∫
S
h1dd
ch2 =
∑
x∈D[0]
h1(x)λx(h2)
=
∑
x∈D[0]
h1(x)
∑
P∈D[1];x∈P
λP,x(h2)wx(P )
=
∑
P∈D[1]
∑
x∈∂P
h1(x)λP,x(h2)wx(P ) =
∑
P∈D[1]
∫
P
h1dd
ch2,
toutes les sommes onsidérées étant nies, il sut de vérier la formule lorsque S = P est un
polytope entier de dimension 1.
Soit P un polytope entier de dimension un, de bord {x, x′}. Toute fontion h ∈ H(P, ∂P ) =
ΛR(P ) s'érit h = h(x) + λx(h)tx = h(x
′) + λx′(h)tx′ et dd
ch = λx(h)δx + λx′(h)δx′ =
λx(h)(δx − δx′) ; ainsi, quelles que soient les fontions h1, h2 ∈ ΛR(P ),∫
P
h1 dd
ch2 = λx(h2)(h1(x)− h1(x
′)) = λx(h2)λx′(h1)tx′(x)
= λx(h2)λx′(h1)tx′(x)
=
∫
P
h2 dd
ch1.
2
Corollaire 1.2.14.  Pour toute fontion h ∈ A0(S) à support ompat,
∫
S dd
ch = 0.
1.2.3. Problèmes de Dirihlet et de Neumann
Proposition 1.2.15.  Pour tout polyèdre entier ompat S et tout sous-ensemble ni
Γ ⊂ S renontrant haune des omposantes onnexes de S, l'appliation R-linéaire
ρ : H(S,Γ) → RΓ
h 7→ h|Γ
est un isomorphisme.
Démonstration. La preuve de ette proposition se réduit à de l'algèbre linéaire : Γ étant
ni et l'appliation linéaire ρ étant injetive en vertu du prinipe du maximum (proposition
1.2.9), la proposition est équivalente à l'inégalité
dim H(S,Γ) ≥ Card(Γ).
On peut supposer S onnexe. Soit D une déomposition élémentaire nie de S telle que
Γ ⊂ D[0], le poids de S étant onstant sur les polytopes P ∈ D[1], et onsidérons l'ensemble
D˜[1] des ouples (P, ιP ) onstitués d'un élément P de D[1] et d'un générateur ιP du groupe
abélien libre de rang 1 Λ(P )/R. Les bres de la projetion D˜[1] → D[1], (P, ιP ) 7→ P , étant
toutes de ardinal 2, Card(D˜[1]) = 2 Card(D[1]). La donnée d'un générateur ιP de Λ(P )/R
équivaut au hoix d'un point dans ∂P , en l'ourene x ∈ ∂P tel que tx ≡ ιP (f. 1.2.1), d'où
une bijetion
τ : D˜[1] →˜
∐
x∈D[0]
TxS.
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L'espae vetoriel H(S,Γ) s'insère dans une suite exate
0 // H(S,Γ)
res //
⊕
P∈D[1]ΛR(P )
ϕ //
(⊕
x∈D[0] Vx
)
⊕
(⊕
x∈D[0]−ΓR
)
où Vx est l'espae vetoriel quotient de RTxS par le plongement diagonal de R et où l'applia-
tion linéaire ϕ traduit la ontinuité aux points de D[0] et l'harmoniité en eux de D[0]− Γ.
Il en déoule les inégalités :
dim H(S,Γ) ≥ 2Card(D[1])−
( ∑
x∈D[0]
(Card(TxS)− 1) + Card(D[0]− Γ)
)
≥ Card(D˜[1])− Card(
∐
x∈D[0]
TxS) + Card(Γ)
≥ Card(Γ).
2
Remarque 1.2.16.  Une onséquene de ette proposition est la résolubilité loale du
problème de Dirihlet sur un polyèdre entier ompat S (de dimension un) : tout point x ∈ S
admet un système fondamental de voisinages ompats V tels que l'appliation
H(V, ∂V )→ R∂V
soit une bijetion.
Étant donnée une partie loalement nie Γ dans S, désignons par M(Γ) l'espae vetoriel
des mesures réelles sur S dont le support est ontenu dans Γ.
Proposition 1.2.17.  Supposant S ompat et onnexe, la suite d'espaes vetoriels
réels
0 // R // H(S,Γ)
ddc // M(Γ)
R
S // R // 0
est exate.
Démonstration. Puisque S est ompat, toute fontion h ∈ H(S) est loalement onstante
par appliation du prinipe du maximum (proposition 1.2.9), d'où l'exatitude en H(S,Γ).
Fixons un point x0 ∈ S − Γ ; en vertu du lemme suivant, il existe, pour tout point x ∈ S,
une unique fontion hx0,x ∈ H(S, {x0, x}) telle que hx0,x(x0) = 0 et dd
chx0,x = δx − δx0 . Si
µ ∈ M(Γ) s'érit µ =
∑
x∈Γmxδx, la fontion h =
∑
x∈Γmxhx0,x est dans H(S,Γ ∪ {x0}) et,
par linéarité,
ddch =
∑
x∈Γ
mx(δx − δx0) =
∑
x∈Γ
mxδx −
(∑
x∈Γ
mx
)
δx0
= µ−
(∫
S
µ
)
δx0.
Lorsque µ est de masse nulle, la fontion h est dans H(S,Γ) et ei établit l'exatitude en
M(Γ). 2
Lemme 1.2.18.  Supposons S ompat et onnexe et soit x0 ∈ S ; il existe, pour tout
point x ∈ S, une unique fontion hx0,x ∈ H(S, {x0, x}) telle que{
hx0,x(x0) = 0
ddchx0,x = δx − δx0 .
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Démonstration. Le noyau de l'appliation linéaire
λx : H(S, {x0, x})→ R
est le sous-espae H(S, {x0}) et λx induit un isomorphisme de la droite vetorielle F = {h ∈
H(S, {x0, x}) | h(x0) = 0} sur R (proposition 1.2.15). Il existe par onséquent une unique
fontion hx0,x ∈ H(S, {x0, x}) s'annulant en x0 et telle que λx(hx0,x) = 1. La démonstration
s'ahève en invoquant le orollaire 1.2.14 : ddchx0,x = δx − δx0 . 2
1.2.4. Rétrations
Soient S un polyèdre et S′ ⊂ S un domaine polyédral tel que haque omposante onnexe
C de S − S′ renontre S′ en un unique point, noté xC . L'appliation τ de S dans S
′
qui
oïnide ave l'identité sur S′ et envoie une omposante onnexe C de S − S′ sur le point xC
de S′ est ontinue  l'image réiproque d'un fermé de S′ est fermé dans S  ; 'est en fait un
morphisme de polyèdres entiers (onsidérer une déomposition élémentaire D de S telle que
S′ soit une réunion de polytopes appartenant à D et, pour toute omposante onnexe C de
S − S′, le point xC appartienne à D[0]).
Remarque 1.2.19.  Soit i l'injetion anonique de S′ dans S ; puisque l'appliation τ :
S → S′ est ontinue et vérie la ondition τ ◦ i = idS′ , S
′
est un rétrate de S.
Proposition 1.2.20.  Ave les notations en vigueur, l'appliation τ : S → S′ induit,
pour toute partie nie Γ de S′, un isomorphisme de H(S′,Γ) sur H(S,Γ).
Démonstration. Soit τ∗ l'appliation R-linéaire de C0(S′,R) dans C0(S,R) induite par τ ;
étant donnée une fontion harmonique h ∈ H(S′,Γ), vérions que la fontion ane par mor-
eaux τ∗(h) = h ◦ τ est harmonique sur S − Γ.
Soit F le fermé S′∩S − S′ ; la fontion τ∗h étant loalement onstante sur S−S′ (orollaire
1.2.11) et harmonique sur S′ − (F ∪ Γ), elle est harmonique sur S − (F ∪ Γ) et il sut de
vérier qu'elle est également harmonique en haque point de F ′ = F ∩ (S′ − Γ).
Soit x ∈ F ′ ; reprenant la notation introduite au début de e paragraphe, il existe une
omposante onnexe C de S − S′ telle que x = xC . Considérons un voisinage V de x dans S
de la forme P1 ∪ . . .∪ Pn, les Pi étant des sous-polytopes de dimension 1 de S dont x est une
fae et tels que Pi ∩Pj = {x} si i 6= j ; l'ensemble TxS s'identie anoniquement à {1, . . . , n}.
Étant donné t ∈ TxS,
 λx,t(τ
∗h) = 0 si la omposante onnexe de V − {x} orrespondante renontre C, la
fontion τ∗h étant onstante sur C ;
 λx,t(τ
∗h) = λx,t(h) si la omposante onnexe de V − {x} orrespondante est ontenue
dans S′ ;
il en déoule la formule
∑
t∈TxS
wx(t)λx,t(τ
∗h)) =
∑
t∈TxS′
wx(t)λx,t(h) = 0,
et la fontion τ∗h est bien harmonique en x.
Nous venons de vérier que l'appliation linéaire τ∗ : C0(S′,R)→ C0(S,R) envoie le sous-
espae H(S′,Γ) dans le sous-espae H(S,Γ) ; l'appliation induite est un isomorphisme en
12
vertu du diagramme ommutatif
H(S,Γ)
$$H
HH
HH
HH
HH
RΓ
H(S′,Γ)
τ∗
OO
;;vvvvvvvvv
dans lequel les deux autres èhes sont des isomorphismes (proposition 1.2.15). 2
1.2.5. Distributions
Soit S un polyèdre entier ompat et purement de dimension un ; le poids est supposé
onstant, identiquement égal à 1. Nous avons introduit l'espae vetoriel A0(S) des fontions
ontinues et anes par moreaux sur S, l'espae vetoriel A1(S) des mesures dont le support
est ni et un opérateur linéaire ddc : A0(S)→ A1(S). Notons respetivement D0(S) et D1(S)
les espaes vetoriels réels duaux de A1(S) et A0(S) ; puisque A1(S) n'est autre que l'espae
vetoriel engendré par l'ensemble S, son dual D0(S) s'identie anoniquement à l'espae des
fontions réelles sur S.
L'aouplement parfait
A0(S)×A1(S)→ R
déni par l'intégration permet d'identier anoniquement A0(S) et A1(S) à des sous-espaes
de D0(S) et D1(S) respetivement. L'opérateur tddc : D0(S) → D1(S), transposé de ddc,
oïnide ave ddc sur le sous-espae A0(S) de D0(S) en vertu de la proposition 1.2.13 ; ela
permet d'érire ddc au lieu de tddc et nous obtenons don un prolongement  au sens des
distributions  de l'opérateur ddc à tout l'espae des fontions réelles sur S.
Dans l'artile [32℄, S.-W. Zhang onsidère le sous-espae vetoriel F(S) suivant de D0(S) :
une fontion réelle f sur S appartient à F (S) si elle est ontinue et s'il existe une déomposition
élémentaire D de S telle que f|P ∈ C
∞(P,R) pour tout polytope entier P de dimension 1
gurant dans D ; évidemment, l'espae A0(S) est ontenu dans F(S). Soient f une fontion
dans F(S) et D une déomposition élémentaire de S adaptée à f ; f dénit anoniquement
deux mesures µc(f) et µd(f) sur S :
 µc(f) est la mesure absolument ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue dλ sur S
(normalisée de sorte que la masse d'un sous-polytope P de S soit égale à sa longueur)
dont la densité est l'élément de L1(S,dλ) représentée sur S−D[0] par la dérivée seonde
f ′′ de la fontion de lasse C∞ f|S−D[0] ;
 µd(f) est la mesure atomique
∑
x∈D[0] c(x)δx, où, pour tout x ∈ D[0], le oeient c(x)
est la somme des (f|P )
′(x) = λP,x(f), P parourant l'ensemble des polytopes entiers de
dimension 1 gurant dans D[1] et ontenant x.
Ces deux mesures ne dépendent pas du hoix de la déomposition élémentaire adaptée D
de S que l'on a hoisie. Les appliations
µc, µd : F(S)→ F(S)
∨ → A0(S)∨ = D1(S),
assoiant à f les mesures µc(f) et µd(f) respetivement, sont linéaires et Zhang introduit
alors l'appliation linéaire
∆ = −(µc + µd)
de F(S) dans F(S)∨ ; la valeur de ∆f sur un élément g de F(S) est notée 〈∆f, g〉.
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Proposition 1.2.21.  La restrition de l'opérateur ddc au sous-espae F(S) de D0(S)
oïnide ave la omposition de l'appliation linéaire −∆ : F(S) → F(S)∨ par l'appliation
anonique F(S)∨ → D1(S).
Démonstration. Soient f ∈ F(S) et ϕ ∈ A0(S) ; il nous faut établir l'égalité∫
S
f ddcϕ = −〈∆f, ϕ〉.
Soit D une déomposition élémentaire de S adaptée aux fontions f et ϕ ; les identités∫
S
f ddcϕ =
∑
P∈D[1]
∫
P
f|P dd
cϕ|P
et
〈∆f, ϕ〉 =
∑
P∈D[1]
〈∆f|P , ϕ|P 〉,
qui déoulent diretement des dénitions des opérateurs ddc et ∆, ramènent la vériation
au as d'un polyèdre entier P de dimension 1. La onlusion résulte alors de la formule
d'intégration par parties suivante sur un segment [a, b] ⊂ R :∫ b
a
ϕ(t)f ′′(t)dt− (ϕ(b)f ′(b)− ϕ(a)f ′(a)) = −
∫ b
a
ϕ′(t)f ′(t)dt = ϕ′(a)(f(a) − f(b))
pour toute fontion f ∈ C∞([a, b],R) et toute fontion ane ϕ sur [a, b]. Le premier membre
est égal à −〈∆f, ϕ〉, le troisième à
∫
[a,b] f dd
cϕ. 2
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2. Fontions harmoniques sur une ourbe stritement
k-analytique lisse
Dans tout le texte, la notation log désigne le logarithme néperien (ou naturel).
Dans e hapitre, k est un orps omplet pour une valeur absolue non arhimédienne |.|,
supposée non triviale. Les éléments de k dont la valeur absolue est inférieure à 1 forment un
sous-anneau k◦ dont le spetre formel Spf(k◦) est noté S. Le orps résiduel de k, quotient de
k◦ par l'idéal maximal k◦◦ = {a ∈ k◦ ; |a| < 1}, est noté k˜.
Après quelques résultats préliminaires sur les espaes k-analytiques, nous allons introduire,
pour toute ourbe k-analytique lisse X, un faiseau d'espaes vetoriels réels HX sur l'espae
topologique |X| sous-jaent à X. Par sa dénition même, HX sera un sous-faiseau du faiseau
CX des germes de fontions réelles ontinues sur |X|, appelé faiseau des germes de fontions
harmoniques sur X.
La onstrution du faiseau HX proède d'un raisonnement en quatre étapes.
Nous expliquons tout d'abord omment assoier, à toute S-ourbe formelle (strite-
ment) semi-stable et génériquement lisse X , un sous-espae H(X ) de l'espae vetoriel réel
C0(|Xη|,R).
Étant donnée une extension non arhimédienne K de k, désignons par C/K la atégo-
rie ayant pour objets les Spf(K◦)-ourbes stritement semi-stables, génériquement lisses et
quasi-ompat, et dont les morphismes entre X et X ′ sont les isomorphismes de l'espae K-
analytique Xη sur un domaine K-analytique de X
′
η. La orrespondane X 7→ H(X ) dénit un
sous-fonteur du fonteur
(C/K)op → VectR
X 7→ C0(|Xη|,R)
ompatible  en un sens à préiser  à l'ation du groupe de Galois d'une extension galoisienne
nie K ′/K.
Invoquant le théorème de rédution semi-stable ([9℄), nous obtenons, pour toute ourbe
k-analytique lisse X, un préfaiseau HX sur le G-site de X dont la valeur sur un domaine
k-analytique Y de X, isomorphe à la bre générique d'une S-ourbe (formelle) simplement
nodale Y, est H(Y). Ce préfaiseau est un sous-préfaiseau du faiseau C0(.,R).
Le préfaiseau HX sur le G-site d'une ourbe k-analytique lisse X n'est pas un faiseau.
Le site déni par l'espae topologique |X| est naturellement un  sous-site  du G-site de X
et la onstrution s'ahève en vériant que le préfaiseau HX sur |X| induit par HX est un
faiseau.
2.1. Résultats préliminaires
Nous ommençons par rassembler divers résultats de géométrie analytique non arhimé-
dienne dont nous aurons besoin et en protons pour introduire un ertain nombre de nota-
tions. Rappelons que, pour tout espae loalement annelé X = (|X|,OX ) et tout point x de
|X|, le orps résiduel de l'anneau loal OX,x se note κ(x).
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2.1.1. Shémas formels et espaes analytiques.
Nous renvoyons au livre [3℄ et à l'artile [4℄ pour les fondements de la géométrie analytique
sur un orps non arhimédien.
Rappelons tout d'abord que, pour tous réels stritement positifs r1, . . . , rn,
k{r−11 T1, . . . , r
−1
n Tn}
est la k-algèbre de Banah des séries formelles
f =
∑
ν∈Nn
aν(f)T
ν =
∑
ν∈Nn
aνT
ν1
1 . . . T
νn
n
telles que |aν(f)|r
ν = |aν |r
ν1
1 . . . r
νn
n tende vers 0 lorsque |ν| = ν1 + . . . + νn tend vers +∞,
munie de la norme
||f || = max
ν
|aν |r
ν .
Semi-norme spetrale.
Soit A une k◦-algèbre topologiquement de présentation nie et plate, de spetre formel
X = Spf(A). Le sous-k◦-module A de A = A⊗k◦ k munit A d'une struture de k-algèbre de
Banah via la norme
|a|A = inf{|λ| ; a ∈ λA}.
La bre générique de X est l'espae stritement k-anoïde M(A), noté Xη ; on rappelle qu'il
s'agit de l'ensemble des semi-normes multipliativeset bornées sur la k-algèbre de Banah A
qui induise la valeur absolue |.| sur k, muni de la topologie la moins ne rendant ontinues
les évaluations x 7→ |a(x)| = x(a), a ∈ A. Le noyau px d'une semi-norme multipliative
x : A→ R≥0 est un idéal premier de A et l'on note H(x) la omplétion du orps des frations
de l'anneau intègre A/px pour la valeur absolue induite par x. Ce orps est le orps résiduel
omplété du point x de X.
Proposition 2.1.1.  La semi-norme spetrale sur A oïnide ave la norme |.|A assoiée
au sous-k◦-module A si et seulement si la k˜-algèbre A⊗k◦ k˜ est réduite.
Démonstration. La semi-norme spetrale |.|sp sur A s'obtient par la formule limite usuelle
à partir de toute norme ||.|| dénissant la struture de k-algèbre de Banah de A :
|a|sp = lim
n
||an||1/n,
et elle oïnide ave ||.|| si et seulement si ette norme est pré-multipliative, 'est-à-dire vérie
||an|| = ||a||n pour tous a ∈ A, n ∈ N. Appliquant ei à la norme |.|A assoiée au sous k◦-
module A de A, il sut de vérier que ette norme est pré-multipliative si et seulement si la
k˜-algèbre A⊗k◦ k˜ est réduite. Puisque la norme |.|A est à valeurs dans |k| ([8℄, 6.1.1, prop.2),
sa pré-multipliativité équivaut à la ondition 1 ≤ |xn|A pour tout x ∈ A tel que |x|A = 1.
La vériation est immédiate : il existe x ∈ A et n > 1 tels que |x|A = 1 et |x
n|A < 1 si et
seulement s'il existe x˜ ∈ A ⊗k◦ k˜ et n > 1 tels que x˜ 6= 0, x˜
n = 0. La norme |.|A est ainsi
pré-multipliative si et seulement si la k˜-algèbre A⊗k◦ k˜ est réduite. 2
La boule unité de A pour la norme spetrale se note A◦ et l'on introduit également l'idéal
A◦◦ = {a ∈ A ; |a|sp < 1} ; le quotient A˜ = A
◦/A◦◦ est une k˜-algèbre de type ni et réduite
(ette dernière propriété provient de la pré-multipliativité de la norme spetrale). La k◦-
algèbre A◦ n'est en général pas topologiquement de présentation nie sur k◦ ; 'est toutefois
le as lorsque la k-algèbre A est réduite et que l'une des onditions suivantes est vériée :
 la valuation de k est disrète (Tate) ;
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 le orps k est de aratéristique nulle ;
 il existe une sous-k◦-algèbre topologiquement de présentation nie A ⊂ A telle que
A⊗k◦ k = A et que la k˜-algèbre A⊗k◦ k˜ soit réduite.
Dans tous les as, la k◦-algèbre A◦ est la fermeture intégrale de A ([8℄, 6.1.2 et 6.4.3) dans
A. Le morphisme dominant anonique
πX : X˜ = Spec(A˜)→ Xs
est par onséquent entier ; les deux k˜-shémas étant de de type ni, 'est un morphisme ni.
Rédutions et ensemble S0(X ).
On dispose de deux appliations de rédution naturelles :
 la première, r˜ : Xη → X˜ , envoie une semi-norme x : A → H(x) sur la loalité du
H˜(x)-point induit A˜→ H˜(x),
 la seonde, r : Xη → Xs, envoie une semi-norme x : A → H(x) sur la loalité du H˜(x)-
point induit A⊗k◦ k˜ → H˜(x).
Ces appliations sont anti-ontinues (l'image réiproque d'un ouvert est un fermé) et le
diagramme
X˜
πX

Xη
er
>>~~~~~~~~
r
  A
AA
AA
AA
A
Xs
est évidemment ommutatif.
Le bord de Shilov de X =M(A) est le plus petit fermé Γ(X) ⊂ X tel que haque fontion
|a|, a ∈ A, atteigne son maximum en un point de Γ(X).
Proposition 2.1.2
(i) L'appliation r˜ est surjetive.
(ii) Le bord de Shilov Γ(X) de X est l'image réiproque par l'appliation r˜ de l'ensemble
X˜ (0) des points génériques de X˜ .
(iii) L'appliation r˜ réalise une bijetion de Γ(X) sur X˜ (0) telle que
κ(r˜(ξ)) = H˜(ξ)
pour tout point ξ ∈ Γ(X).
Démonstration. Les points (i) et (ii) sont démontrés à la proposition 2.4.4 de [3℄. On y
trouve également la preuve de la première assertion du point (iii), ainsi que de la seonde sous
l'hypothèse restritive |H(x)×| = |k×|, laquelle n'est pas néessaire.
Remplaçant X par l'image réiproque r˜−1(U) d'un ouvert ane irrédutible U de X˜ de
point générique r˜(ξ), on peut supposer X˜ irrédutible et Γ(X) = {ξ}. Le point r˜(ξ) est
par dénition la loalité du H˜(ξ)-point de X˜ provenant, par rédution, de l'homomorphisme
A → H(ξ) ; on a don une injetion anonique κ(r˜(ξ)) →֒ H˜(ξ), ompatible à la loalisation
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sur X˜ : pour tout ouvert ane non vide U ⊂ X˜, le diagramme naturel
κ(r˜(ξ)) //
##H
HH
HH
HH
HH
H˜(ξ)
ej

H˜U(ξ)
où HU(ξ) désigne le orps résiduel omplété du point ξ vu dans le domaine k-anoïde r˜
−1(U)
et l'homomorphisme j : H(ξ)→HU (ξ) est induit par l'inlusion r˜
−1(U) ⊂ X. Cet homomor-
phisme j est un isomorphisme. On peut en eet supposer U de la forme D(f˜), f ∈ A◦ −A◦◦,
auquel as r˜−1(U) est le domaine k-anoïdeM(B), ave B = A{X}/(1−Xf) ; HU(ξ) est par
dénition la omplétion du orps des frations de Bréd pour la valeur absolue ξ et l'image de
Frac(Aréd) dans Frac(Bréd) est dense pour la topologie assoiée à elle-i. L'homomorphisme
anonique A→ B induit don une isométrie du orps H(ξ) sur le orps HU (ξ).
La onlusion est maintenant évidente. Soit h ∈ H˜(ξ)
×
et posons κ(ξ) = Frac(Aréd).
L'inlusion d'image dense κ(ξ) →֒ H(ξ) identie les orps résiduels κ˜(ξ) et H˜(ξ), de sorte
que l'on peut supposer h de la forme f˜ , ave f ∈ κ(ξ)◦ et |f(ξ)| = 1. Considérons alors un
élément non nul g dans A tel que gf appartienne à A ; le groupe |H(ξ)×|/|k×| étant ni, le
remplaement de g par βgn, pour un entier n ≥ 1 et un élément β de k× onvenablement
hoisis, permet de supposer |g(ξ)| = 1. Il existe un ouvert ane dense U ⊂ X˜ tel que g soit
inversible sur le domaine k-anoïde r˜−1(U) et l'élément g˜−1g˜f de κ(r˜(ξ)) a pour image h
dans H˜U (ξ) = H˜(ξ). 2
Étant donné un S-shéma formel X loalement de présentation nie, les onstrutions
préédentes se reollent anoniquement pour donner naissane à un morphisme ni dominant
πX : X˜ → Xs
et à des appliations de rédution r et r˜ de Xη sur Xs et X˜ respetivement qui s'insèrent dans
le même diagramme ommutatif que préédemment.
Définition 2.1.3.  Pour tout S-shéma formel X plat et loalement de présentation
nie, l'image réiproque par l'appliation r : Xη → Xs de l'ensemble X
(0)
s des points génériques
de Xs est notée S0(X ).
Remarque 2.1.4
1. Le morphisme πX : X˜ → Xs étant ni et dominant, le sous-ensemble S0(X ) de Xη est
également l'image réiproque par l'appliation r˜ : Xη → X˜ de l'ensemble X˜
(0)
des points
génériques de X˜ . Vu la proposition 2.1.2, ette appliation réalise une bijetion de S0(X )
sur X˜ (0) telle que
κ(r˜(ξ)) = H˜(ξ)
pour tout point ξ ∈ S0(X ).
2. L'anti-ontinuité de l'appliation de rédution r : Xη → Xs implique qu'elle envoie une
partie onnexe sur une partie onnexe. Compte tenu de la surjetivité de r (proposition
2.1.2), on en déduit en partiulier que Xs est onnexe si tel est le as de Xη.
Définition 2.1.5.  Un S-shéma formel X , topologiquement de présentation nie et
plat, sera dit maximal si l'homomorphisme anonique de faiseaux (en k◦-algèbres topolo-
giques) OX →
(
OX ⊗k◦ k
)◦
est un isomorphisme.
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Les propriétés suivantes sont immédiates pour tout S-shéma formel maximal X :
 le morphisme πX : X˜ → X
réd
s est un isomorphisme ;
 X est uniquement déterminé par la donné de l'espae stritement k-analytique Xη, de
l'espae topologique sous-jaent à sa bre spéiale Xs et de l'appliation de rédution
r : Xη → Xs.
Un S-shéma formel topologiquement de présentation nie et plat est maximal si et seule-
ment s'il est intégralement fermé dans sa bre générique.
Le groupe Λ(X ).
Étant donné un S-shéma formel plat X , désignons par Λk(X ) le sous-groupe du groupe
abélien C0(|Xη|,R) image de l'homomorphisme anonique(
Γ(X ,OX )⊗k◦ k
)×
→ C0(|Xη|,R), f 7→ log |f |.
L'homomorphisme f∗ : C0(|Yη|,R) → C0(|Xη|,R) déni par un morphisme de S-shémas
formels f : X → Y induit un homomorphisme Λk(f) de Λk(Y) dans Λk(X ).
Nous désignerons par Λ(X ) le sous-groupe de l'espae C0(|Xη |,R) des fontions réelles
ontinues sur |Xη| engendré par R et Λk(X ).
Lemme 2.1.6.  Pour tout S-shéma formel plat et loalement de présentation nie X ,
l'appliation de restrition
Λ(X ) ⊂ C0(|Xη |,R)→ Hom(S0(X ),R)
est injetive et l'homomorphisme
Λ(X )/R → Hom(S0(X ),R)/R
obtenu en tuant les fontions onstantes est à valeurs dans l'image du sous-groupe
{b ∈ Hom(S0(X ),R) ; b(x) ∈ log |H(x)|
×
pour tout x}.
Démonstration. Soient U un reouvrement de Xs par des ouverts anes et X
′
le S-shéma
formel somme des X|U ; en vertu du diagramme ommutatif
Λ(X ) //

Hom(S0(X ),R)

Λ(X ′) // Hom(S0(X
′),R)
dans lequel les deux èhes vertiales sont injetives, il est loisible de supposer X ane.
Lorsque X est ane, X = Xη est un espae stritement k-anoïde dont S0(X ) est le
bord de Shilov ; puisque toute setion f ∈ Γ(X,OX ) atteint son maximum en un point de
Γ(X) = S0(X ), une setion f ∈ Γ(X,OX )
×
identiquement égale à 1 sur Γ(X) est de module
onstant sur X et l'appliation de restrition C0(|X|,R) → Hom(S0(X ),R) est injetive sur
l'image de l'homomorphisme Γ(X,OX )
× → C0(|X|,R), f 7→ log |f |.
La seonde assertion est triviale. 2
Les sites XG et XR.
La dénition des espaes k-analytiques présentée dans [3℄ et étendue dans [4℄ est telle que la
notion de domaine anoïde dans un espae k-analytique soit bien dénie (exatement omme
la notion de sous-polytope d'un polyèdre).
De manière générale, une partie Y d'un espae k-analytique X est un domaine k-analytique
si elle admet un reouvrement loalement ni par des domaines k-anoïdes. Le G-site de X
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est la atégorie XG dont les objets sont les domaines k-analytiques de X et les morphismes les
inlusions, munie de la topologie de Grothendiek pour laquelle les familles ouvrantes sont
les reouvrement pouvant être ranés en un reouvrement loalement ni par des domaines
k-anoïdes. La orrespondane
V 7→ AV ,
où V est un domaine k-anoïde de X et AV est l'algèbre de V , se prolonge en un faiseau
OX sur le G-site XG de X, le faiseau strutural de X.
Notons |X| l'espae topologique sous-jaent à X ainsi que le site anoniquement assoié ;
tout point de X admettant un système fondamental de voisinages formé par des domaines
k-analytiques ompats, tout ouvert de |X| est la réunion d'une famille loalement nie de
domaines k-anoïdes et détermine don un objet de XG. On dénit ainsi une èhe
πX : XG → |X| ;
'est un morphisme de sites.
Un domaine stritement k-analytique est une partie de X admettant un reouvrement
loalement ni par des domaines stritement k-anoïdes. Lorsque X est un espae stritement
k-anoïde (au sens de [4℄, 'est-à-dire tel que tout point admette un système fondamental
de voisinages formé de domaines stritement k-analytiques ompats), nous appelerons site
rigide de X et noterons XR, la sous-atégorie pleine de XG dont les objets sont les domaines
stritement k-analytiques, munie de la topologie de Grothendiek induite.
Remarque 2.1.7.  Le préfaiseau
Y ; C0(|Y |,R)
sur le site XG est un faiseau : en eet, une fontion ϕ sur un espae topologique X est
ontinue s'il existe un reouvrement loalement ni de X par des fermés F tels que ϕ|F soit
ontinue.
Convention. Étant donné un espae k-analytique X, un ouvert (resp. fermé) de X sera
toujours une partie ouverte (resp. fermée) de l'espae topologique |X| sous-jaent à X.
Morphismes nis et plats.
Soient p : Y → X un morphisme ni et plat d'espaes k-analytiques et x un point de
X. L'anneau semi-loal OY,p−1(x) est une OX,x-algèbre libre de rang ni se déomposant
anoniquement sous la forme
OY,p−1(x) =
⊕
y∈p−1(x)
OY,y.
Pour tout point y ∈ p−1(x), OY,y est une OX,x-algèbre libre de rang (degyp), munie d'une
semi-norme multipliative |.(y)| induite par l'homomorphisme anonique OY,y → H(y) ; elle
prolonge la semi-norme |.(x)| sur OX,x provenant de OX,x →H(x).
Proposition 2.1.8.  Pour tout point y ∈ p−1(x) et tout élément f de O×Y,y, la norme
Ny/x(f) de f est un élément de O
×
X,x tel que
|Ny/x(f)(x)| = |f(y)|
degyp.
Démonstration. Soit f ′ l'image de f dans A = OY,y ⊗OX,x H(x). La multipliation par f
(resp. f ′) est un automorphisme de la OX,x-algèbre OY,y (resp. de la H(x)-algèbre A), de
déterminant Ny/x(f)(x) ∈ O
×
X,x (resp. N(f
′) ∈ H(x)×) et :
|Ny/x(f)(x)| = |N(f
′)|
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ar N(f ′) est l'image de Ny/x(f) dans H(x) ; 'est également, au signe près, le terme onstant
du polynme aratéristique χ de f ′.
Soit P le polynme minimal unitaire de f(y) ∈ H(y) sur H(x) ; le terme onstant a0 de P
étant, au signe près, la norme de f(y),
|a0| = |f(y)|
deg(P ).
L'image P (f(y)) de P (f ′) dans Aréd = H(y) étant nulle, il existe un entier n ≥ 1 tel que
P (f ′)n = 0. Puisque le polynme P est irrédutible, on en déduit que le polynme minimal
unitaire de l'automorphisme f ′ est une puissane de P , puis qu'il est de même de son polynme
aratéristique χ :
χdeg(P ) = P deg(χ) = P degyp.
Nous onluons en omparant les valeurs absolues des termes onstants :
|Ny/x(f)(x)|
degP = |a0|
degyp = |f(y)|(deg(P ))(degyp),
soit
|Ny/x(f)(x)| = |f(y)|
degyp.
2
Soit Np l'homomorphisme de norme p∗O
×
Y → O
×
X .
Corollaire 2.1.9.  Pour tout point x ∈ X et tout élément f de O×
Y,p−1(x)
,
log |Np(f)(x)| =
∑
y∈p−1(x)
(degy p) log |f(y)|.
2.1.2. Bords
Berkovih a déni une notion de bord pour tout espae k-analytique X ; 'est une partie
fermée deX, notée ∂X ([3℄, 2.5). Lorsqu'il s'agit de la bre générique Xη d'un S-shéma formel
loalement de présentation nie et plat X , ∂Xη est aratérisé par la propriété suivante :
Xη − ∂Xη est l'image réiproque par r des k˜-shémas propres ontenus dans Xs.
En partiulier, lorsque X est ane, Xη − ∂Xη est l'image réiproque de l'ensemble des points
fermés de Xs.
L'ouvert omplémentaire X − ∂X est l'intérieur de X.
Lorsque X est un S-shéma formel loalement de présentation nie et plat tel que le k˜-
shéma loalement algébrique Xs soit purement de dimension 1, il est évident que le bord
de Xη oïnide ave le sous-ensemble de S0(X ) ⊂ Xη formé des points orrespondants aux
omposantes irrédutibles anes de X˜ . On a en fait l'égalité Γ(X) = ∂X pour tout espae
k-anoïde X purement de dimension 1 ompte tenu des deux faits suivants :
 pour toute extension non arhimédienne K/k et tout espae k-anoïde X, Γ(X) (resp.
∂X) est l'image de Γ(X⊗̂kK) (resp. ∂(X⊗̂kK)) par l'appliation anonique de X ⊗k K
dans X ([3℄, 2.4.5 et [3℄ 2.5.12) ;
 pour toute extension non arhimédienne K/k et tout espae k-anoïde X, dim(X) =
dim(X ⊗k K).
Préisons, dans un as partiulier que l'on renontrera fréquemment, la relation entre ette
notion de bord et elle de frontière onsidérée en topologie générale.
Proposition 2.1.10.  Soient X un espae k-analytique onnexe sans bord et V ⊂ X un
domaine k-anoïde. Il y a identité entre :
 le bord ∂V de V ;
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 la frontière du fermé V de X ;
 la frontière ∂Ω = Ω− Ω de l'ouvert Ω = X − V de X.
Démonstration. Dans tout espae topologique, la frontière d'un fermé oïnide ave elle de
l'ouvert omplémentaire ; il sut don de prouver que ∂V s'identie à la frontière du fermé
V de X, ou enore que V − ∂V oïnide ave l'intérieur topologique de e fermé. Puisque,
par dénition, V − ∂V = Int(V ), la onlusion résulte des points (i) et (iii) de la proposition
3.1.3 de [3℄. 2
2.1.3. Courbes stritement k-analytiques.
Convention. Préisons la terminologie que nous emploierons :
- une S-ourbe est un S-shéma formel loalement de présentation nie, séparé, plat et pure-
ment de dimension 1 ;
- une ourbe stritement k-analytique est un espae stritement k-analytique au sens du ha-
pitre 3 de [3℄, paraompat, purement de dimension 1 et sans bord.
Remarque 2.1.11.  Quelques mots de ommentaire s'imposent quant à la dénition adop-
tée de la notion de ourbe analytique.
1. Les espaes k-analytiques analytiés de ourbes loalement algébriques sur k (séparées)
sont des ourbes stritement k-analytiques au sens préédent.
2. Du point de vue adopté par Berkovih dans [4℄, nous onsidérons les espaes stritement
k-analytiques paraompats qui sont purement de dimension 1, sans bord et tels que tout
point admette un voisinage k-anoïde. Cei exlut, par exemple, la bre générique X du
S-shéma formel X , plat et purement de dimension 1, obtenu en reollant deux opies de
A1S = Spf(k
◦{T1}) le long de l'ouvert Spf(k
◦{T1, T
−1
1 }) (via les immersions anoniques).
En eet, l'espae stritement k-analytique X (au sens de [4℄) est le reollement de
deux opies du disque unité fermé E(0, 1) = M(k{T1}) le long du domaine k-anoïde
{|T1| = 1}, via les immersions anoniques, et le point η de X orrespondant au point de
Shilov de E(0, 1) ne possède pas de voisinage k-anoïde dans X : il existerait sinon un
élatement admissible q : Y → X tel que Y soit un S-shéma séparé, e qui est absurde
puisque le morphisme q est séparé tandis que le morphisme strutural X → S ne l'est
pas.
3. Un espae k-anoïde Y purement de dimension 1 est muni d'un faiseau strutural en
k-algèbres OY tel que, pour tout ouvert U ⊂ Y
Γ(U,OY ) = lim←−VAV ,
V parourant l'ensemble des domaines k-anoïdes ontenus dans U et AV désignant
l'algèbre de V . Compte tenu du fait que les homomorphismes d'algèbres stritement k-
anoïdes sont automatiquement ontinus ([8℄, 6.1.3), nous pouvons reformuler omme
suit la dénition des ourbes stritement k-analytiques que nous avons adoptée :
une ourbe stritement k-analytique X est la donnée d'un espae topologique
paraompat |X| et d'un faiseau en k-algèbres OX sur |X| tels que l'espae
annelé (|X|,OX ) soit loalement isomorphe à (Y − ∂Y,OY ), Y étant un
espae stritement k-anoïde purement de dimension 1.
Une ourbe stritement k-analytique est un partiulier un espae loalement k-annelé
et, toujours en vertu de la ontinuité des k-homomorphismes d'algèbres stritement k-
anoïdes, les morphismes de ourbes stritement k-analytiques sont les morphismes
d'espaes loalement k-annelés.
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4. Tout point d'une ourbe stritement k-analytique admet un système fondamental de
voisinages ompats de la forme Xη, X étant une S-ourbe quasi-ompate.
La proposition 2.1.10 se spéialise ainsi lorsque l'espae analytique onsidéré est une ourbe.
Proposition 2.1.12.  Soit X une ourbe stritement k-analytique ; quel que soit le do-
maine k-anoïde V ⊂ X, il y a identité entre
 la frontière du fermé V de X,
 le bord ∂V de V ,
 le bord de Shilov Γ(V ) de V .
Remarquons expliitement que, dans e as, ∂V = Γ(V ) est toujours un sous-ensemble ni
de X.
Modèles et rédutions.
Lemme 2.1.13.  Soit X une S-ourbe. L'appliation de rédution
r˜ : Xη → X˜
(dénie en 2.1.1 ) réalise une bijetion de π0(Xη−S0(X )) sur l'ensemble X˜
(1)
des points fermés
de la k˜-ourbe X˜ .
Démonstration. Chaque omposante onnexe c de Xη − S0(X ) est la réunion d'une famille
roissante de domaines stritement k-analytiques ompats et onnexes. Étant donné un tel
domaine Y ⊂ c, on déduit du théorème 2 de [25℄ l'existene d'un S-shéma formel admissible
quasi-ompat Y et d'un S-morphisme j : Y → X tels que Yη = Y et jη soit l'immersion
de Y dans Xη. Le k˜-morphisme j˜ : Y˜ → X˜ est de type ni ; son image Z est don une
partie loalement onstrutible de X˜ en vertu du théorème de Chevalley ([EGA℄, Chap. IV,
Théorème 1.8.4). L'identité Z = r˜(Y ), Z est d'autre part onnexe (l'appliation r˜ est anti-
ontinue) et disjointe des points génériques de X˜ ; e dernier shéma étant de dimension 1, nous
en déduisons nalement que Z est un point fermé de X˜ , puis que l'appliation de rédution
r˜ envoie toute la omposante c sur e point. Cei établit que r˜ induit une appliation de
π0(Xη − S0(X )) sur X˜
(1)
(r˜ est surjetive).
Il reste à vérier que l'image réiproque d'un point fermé est onnexe, e qui est démontré
par Bosh dans l'artile [7℄ (Theorem 5.9). 2
Remarque 2.1.14.  Le théorème de Bosh auquel on vient de faire référene fournit plus
préisément le fait suivant : étant donnés un S-shéma formel X , loalement de présentation
nie et plat, ainsi qu'un point fermé x˜ de X˜ , la k◦-algèbre topologique
Γ(r˜−1(x˜),OXη )
◦
des setions bornées par 1 du faiseau strutural OXη de Xη sur l'ouvert r˜
−1(x˜)  qui s'identie
à la limite projetive des k◦-algèbres A◦Y , Y parourant l'ensemble ltrant des domaines
stritement k-anoïdes Y de Xη ontenus dans r˜
−1(x˜)  est isomorphe à la omplétion m
ex-
adique du germe au point x˜ du faiseau de k◦-algèbres r˜∗O
◦
Xη
sur X˜ .
Puisqu'il s'agit d'un anneau loal, l'ouvert r˜−1(x˜) est onnexe.
Un morphisme f : Y → X d'espaes k-analytiques (resp. de shémas) est quasi-ni s'il est
loalement de type ni et à bres disrètes.
Proposition 2.1.15.  Soient X ,Y deux S-ourbes maximales (dénition 2.1.5) et f :
Xη → Yη un morphisme quasi-ni.
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(i) Le morphisme f se prolonge, d'une manière et d'une seule, en un S-morphisme f : X →
Y si et seulement si
f−1(S0(Y)) ⊂ S0(X ).
(ii) Le morphisme f se prolonge, d'une manière et d'une seule, en un S-morphisme quasi-
ni f : X → Y si et seulement si
f−1(S0(Y)) = S0(X ).
Démonstration. Rappelons que, les ourbes X et Y étant par hypothèse maximales (déni-
tion 2.1.5),
Γ(U,OX ) =
(
Γ(U,OX )⊗k◦ k
)◦
= Γ(Uη,OXη )
◦,
Γ(V,OY) =
(
Γ(Vη ,OY)⊗k◦ k
)◦
= Γ(Vη,OYη )
◦
pour tous ouverts anes U ⊂ X , V ⊂ Y et que les morphismes anoniques
πX : X˜ → X
réd
s ,
πY : Y˜ → Y
réd
s
sont des isomorphismes.
Un prolongement f de f , s'il en existe, est néessairement unique : quels que soient en
eet les ouverts anes U ⊂ X et V ⊂ Y tels que f(Uη) ⊂ Vη, f
♯
V
est l'homomorphisme de
Γ(V,OY) = Γ(Vη,OYη )
◦
dans Γ(U,OX ) = Γ(Uη,OXη )
◦
induit par l'homomorphisme
f ♯Vη : Γ(Vη ,OYη)→ Γ(Uη,OXη ).
(i) L'existene d'un prolongement f : X → Y de f fournit un diagramme ommutatif (ensem-
bliste)
Xη
rX //
f

Xs
f
s

Yη
rY // Ys
duquel on déduit l'inlusion
f−1(S0(Y)) = (f ◦ rY)
−1(Y(0)s ) = r
−1
X (f
−1
s
(Y(0)s )) ⊂ r
−1
X (X
(0)
s ) = S0(X )
puisque f
s
envoie un point fermé de Xs sur un point fermé de Ys.
Supposons réiproquement que la ondition f−1(S0(Y)) ⊂ S0(X ) soit vériée et onstrui-
sons le prolongement f de f .
Première étape. En vertu du lemme 2.1.13, les appliations de rédution rX et rY réalisent des
bijetions des ensembles π0(Xη−S0(X )) et π0(Yη−S0(Y)) sur X
(1)
s et Y
(1)
s respetivement. Sous
l'hypothèse préédente, f détermine une appliation ontinue de Xη−S0(X ) dans Yη−S0(Y) et
induit don une appliation de π0(Xη−S0(X )) dans π0(Yη−S0(Y)). Cei onduit à introduire
l'appliation f
s
de Xs dans Ys dénie omme suit :
 sur l'ensemble X
(1)
s des points fermés Xs, fs est déterminée par le diagramme ommutatif
π0(Xη − S0(X ))
rX //
f

X
(1)
s
f
s

π0(Yη − S0(Y)) rY
// Y
(1)
s ;
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 elle est prolongée en envoyant un point générique rX (ξ) de Xs, ξ ∈ S0(X ), sur le point
rY(f(ξ)) de Ys.
Deuxième étape. Montrons que l'appliation f
s
de Xs dans Ys que l'on vient de dénir est
ontinue en vériant que l'image réiproque d'un fermé irrédutible Z de Ys est fermée dans
Xs. Il y a deux as à distinguer.
1. Supposons tout d'abord que Z = {y} soit un point fermé de Ys ; c = r
−1
Y (y) est une
omposante onnexe de Yη − S0(Y) et
f−1
s
(y) = rX (f
−1(c)).
Étant donné un point ξ de S0(X ) tel que f(ξ) appartienne à c, f
−1(c) est un voisinage
ouvert de ξ dans Xη − S0(X ) et renontre don toutes les omposantes onnexes de
Xη − S0(X ) adhérentes à ξ ; on a par onséquent f(c
′) ⊂ c pour toute omposante
c′ ∈ π0(Xη − S0(X )) telle que ξ ∈ ∂c
′
, propriété qui se reformule de manière équivalente
en disant que f
s
envoie toute la omposante irrédutible {rX (ξ)} de Xs sur le point y.
Cei prouve que f−1
s
(y) est stable par spéialisation.
Il reste à voir que tout ouvert ane de Xs ne ontient qu'un nombre ni de ompo-
santes irrédutibles de f−1
s
(y) de dimension 0. Celles-i sont les points fermés x de Xs
tels que la omposante onnexe c′ = r−1X (x) de Xη − S0(X ) vérie les onditions
 c′ ⊂ f−1(c),
 ∂c′ ∩ f−1(c) = ∅,
et il faut don montrer qu'il n'y a qu'un nombre ni de telles omposantes renontrant
un ompat donné de Xη.
Observant que f(c′) est une partie fermée de Yη  'est l'image d'un ompat ,
∂f(c′) = f(c′)− f(c′) ⊂ f(c′)− f(c′) ⊂ f(c′ − c′) = f(∂c′).
Les onditions préédentes impliquent par onséquent que ∂f(c′) est disjoint de c, 'est-
à-dire que f(c′) est un ouvert de c ; f(c′) est également un fermé de c puisque f(c′) =
f(c′)∩c et nous obtenons ainsi l'égalité f(c′) = c en vertu de la onnexité de c. L'ensemble
Σ des omposantes onnexes de f−1(c) appliquées surjetivement sur c est loalement
ni : il s'injete en eet naturellement dans la bre de f au-dessus de haque point de c.
Nous venons don de voir que tout ompat de Xη ne renontre qu'un nombre ni
de omposantes irrédutibles de f−1
s
(y) de dimension 0, e qui ahève de prouver que
f−1
s
(y) est une partie fermée de Xs.
2. Supposons maintenant que Z soit une omposante irrédutible de Ys, de point générique
η˜ = rY(η), η ∈ S0(Y). Vérions tout d'abord que, si f
−1
s
(Z) ontient un point fermé
x de Xs, il ontient toute une omposante irrédutible de Xs passant par x. Cei se
reformule ainsi : étant données une omposante c ∈ π0(Yη − S0(Y)) telle que η ∈ ∂c et
une omposante c′ ∈ π0(Xη−S0(X )) telle que f(c
′) ⊂ c, il existe un point ξ ∈ ∂c′ tel que
f(ξ) ∈ c ou f(ξ) = η. Si f−1(c) ne renontre pas ∂c′, nous venons de prouver qu'alors
f(c′) = c ; on en déduit que le fermé f(c′) est l'adhérene de c dans Yη, e qui implique
que f envoie surjetivement ∂c′ sur ∂c et fournit l'existene d'un point ξ ∈ ∂c′ tel que
f(ξ) = η.
Il ne reste plus, pour établir que f−1
s
(Z) est un fermé de Xs, qu'à montrer que 'est une
partie stable par spéialisation. Soit ξ un point dans S0(X ) tel que rX (ξ) appartienne à
f−1
s
(Z). Notons que, puisque Z est une partie fermée de Ys, r
−1
Y (Z) est un ouvert de Yη ;
r−1X (f
−1
s
(Z)) = f−1(r−1Y (Z)) est alors un voisinage ouvert de ξ dans Xη et renontre don
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toutes les omposantes onnexes de Xη − S0(X ) adhérentes à ξ. Cei prouve l'inlusion
{rX (ξ)} ⊂ f
−1
s
(Z).
Troisième étape. Il sut maintenant de dénir le prolongement f de f omme le morphisme de
S-shémas formels (f
s
, f ♯) : X = (Xs,OX )→ Y = (Ys,OY ), où fs : Xs → Ys est l'appliation
ontinue que l'on vient de dérire entre les espaes topologiques et f ♯ est l'homomorphisme
entre les faiseaux struturaux aratérisé par la ondition suivante : pour tous ouverts anes
U ⊂ Xs et V ⊂ Ys tels fs(U) ⊂ V  'est-à-dire tels que f envoie le domaine anoïde r
−1
X (U)
dans le domaine anoïde r−1Y (V ) , f
♯
est l'homomorphisme de
Γ(U,OX ) = Γ(r
−1
X (U),OXη )
◦
dans
Γ(V,OY ) = Γ(r
−1
Y (V ),OYη )
◦
induit par l'homomorphisme d'algèbres stritement k-anoïdes
f ♯ : Γ(r−1X (U),OXη )→ Γ(r
−1
Y (V ),OYη ).
(ii) Le morphisme f est loalement de type ni. S'il est quasi-ni, sa bre au-dessus de tout
point fermé de Ys ne ontient auun point générique de Xs, ondition qui s'érit de manière
équivalente sous la forme
f(S0(X )) ⊂ S0(Y).
Réiproquement, si ette ondition est vériée, le raisonnement onduit lors de la deuxième
étape montre que les bres de f sont disrètes. 2
Domaines analytiques ompats.
Proposition 2.1.16.  Soit X une S-ourbe quasi-ompate dont la bre générique est
irrédutible.
(i) Si Xs est propre, Xη est propre.
(ii) Si Xs n'est pas propre  'est-à-dire si l'une au moins de ses omposantes irrédutibles
est ane , Xη est un espae stritement k-anoïde.
Démonstration. Notons tout d'abord que les omposantes irrédutibles de la k˜-ourbe sé-
parée Xs sont des k˜-ourbes algébriques anes ou propres.
La k◦-algèbre A = Γ(X ,OX ) est topologiquement de présentation nie et le morphisme
strutural X → S se fatorise par Y = Spf(A) :
X

p
@
@@
@@
@@
Y
~~
~~
~~
~
S.
Le morphisme ps : Xs → Ys induit un isomorphisme de haque omposante irrédutible ane
de Xs sur une omposante irrédutible ane de Ys et ontrate haune des omposantes
irrédutibles propres de Xs sur un point de Ys. La k˜-ourbe algébrique Xs étant onnexe, Ys
est un k˜-shéma ane onnexe et il y a don deux possibilités :
 si Xs est une ourbe propre, Ys est un point, auquel as p est la fatorisation de Stein
du morphisme propre p ;
27
 si la ourbe Xs n'est pas propre, Ys est une k˜-ourbe algébrique ane.
La onlusion est immédiate dans le premier as : l'espae stritement k-analytique Xη est
ompat et sans bord (2.1.2), don propre.
Envisageons maintenant le seond as. Les morphismes p et pη sont propres, surjetifs et,
leurs fatorisations de Stein étant manifestement triviales, à bres onnexes. Puisque l'espae
stritement k-analytique Xη est, par hypothèse, irrédutible, l'image de pη est un sous-espae
stritement k-analytique irrédutible de Yη, néessairement de dimension 1 vu la surjetivité
de pη. On en déduit que pη est une bijetion, et don un isomorphisme ([3℄, 2.2.7, (iii), omplété
par [4℄, 1.2.1, Remarks, (i)). 2
Corollaire 2.1.17.  Soit X une S-ourbe formelle séparée dont la bre générique X
est irrédutible et soit Y1, Y2 ⊂ X deux domaines stritement k-anoïdes ; si Y1 ∪ Y2 6= X,
Y1 ∪ Y2 est un domaine stritement k-anoïde.
Démonstration. Le as de deux domaines stritement k-anoïdes d'intersetion vide est
trivial : Y1∪Y2 =M(AY1⊕AY2). Nous pouvons don supposer Y1∩Y2 6= ∅, auquel as Y1∪Y2
est onnexe.
Il existe un élatement admissible q : Y → X et des ouverts U1, U2 ⊂ Ys tels que
Yi =
(
Y|Ui
)
η
([25℄, 3). Le morphisme q étant séparé, Y|U1∪U2 est une S-ourbe dont la
bre générique Y1 ∪ Y2 est irrédutible.
Si la k˜-ourbe U1 ∪ U2 est propre, 'est une partie ouverte et fermée de Ys ; il en est de
même pour Y1 ∪Y2 ⊂ Xη et don Y1 ∪ Y2 puisque Xη est onnexe. La onlusion déoule don
de la proposition préédente. 2
Corollaire 2.1.18.  Soit X une ourbe stritement k-analytique irrédutible ; tout om-
pat strit K ⊂ X est l'intersetion d'une famille déroissante de domaines stritement k-
anoïdes.
Démonstration. Les domaines stritement k-anoïdes formant un système fondamental de
voisinages des points de X, tout ompat K ⊂ X est ontenu dans un domaine stritement
k-analytique ompat de X. En vertu du orollaire préédent, un domaine stritement k-
analytique ompat distint de X est un domaine stritement k-anoïde ; ainsi, les domaines
stritement k-anoïdes forment un système fondamental de voisinages des ompats strits
de X. 2
Classiation des points.
Soient x un point d'une ourbe stritement k-analytique X et H(x) son orps résiduel
omplété. L'extension résiduelle H˜(x)/k˜ est de degré de transendane au plus 1, noté s(x),
et le groupe abélien |H(x)×|/|k×| est de rang au plus 1, noté t(x) ; l'inégalité
s(x) + t(x) ≤ 1
est toujours vériée.
Reprenant la terminologie de [3℄, le point x sera dit
 de type (2) si s(x) = 1,
 de type (3) si t(x) = 1.
Dans es deux as, l'extension H˜(x)/k˜ et le groupe abélien |H(x)×|/|k×| sont de type ni.
Les points de type (2) ou (3) (resp. de type (2)) sont enore aratérisés par la propriété
suivante : x ∈ X est de type (2) ou (3) (resp. de type (2)) si et seulement s'il existe un domaine
k-anoïde (resp. un domaine stritement k-anoïde Y ⊂ X) tel que Γ(Y ) = {x}.
Lorsque s(x) = t(x) = 0, le point x est dit
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 de type (1) lorsque l'extension non arhimédienne H(x)/k se plonge dans la omplétion
d'une lture algébrique de k :
k̂a
k //
OO
H(x),
bbDDDDDDDD
 de type (4) sinon.
Parmi les points de type (1) gurent en partiulier eux tels que l'extension H(x)/k soit
nie ; e sont les points traditionnellement onsidérés en géométrie rigide et ils forment un
sous-ensemble partout dense de X, noté X0.
Il est lair qu'un morphisme ni f : Y → X onserve le type des points : tous les points de
la bre f−1(x) sont du type de x ; il en va de même pour le hangement de base k → k̂a.
Lemme 2.1.19.  Soient x un point d'une ourbe stritement k-analytique X et
px : X⊗̂kH(x)→ X la projetion anonique ; les onditions suivantes sont équivalentes :
(i) x est de type (1) ;
(ii) s(y) = 0 pour tout point y ∈ p−1x (x).
Démonstration. On peut supposer X = A1k.
Soient x un point dans A1k et x
∗ : k[T ]→H(x) l'homomorphisme orrespondant ; le H(x)-
point x de A1H(x) déni par l'homomorphisme
H(x)[T ]→H(x), T 7→ x∗T
est tel que px(x) = x et on pose
r(x) = sup
p−1x (x)
|T − x|
([3℄, 4.2). Le disque ouvert D(x, r(x)) = {y ∈ A1H(x) ; |T − x|(y) < r(x)} est trivialement
ontenu dans la bre p−1x (x) et la onlusion déoule de e que le point x est de type (1) si et
seulement si r(x) = 0 ([3℄, 4.2). 2
Extension des salaires.
Soient X une ourbe k-analytique et K/k une extension non arhimédienne ; posons XK =
X⊗̂kK et soit pK : XK → X le morphisme anonique.
Étant donné un point x ∈ X de type (2) ou (3), onsidérons un domaine k-anoïde Y ⊂ X
tel que Γ(Y ) = {x}. Le bord de Shilov du domaine K-anoïde YK = Y ⊗̂kK de XK est
ontenu dans la bre de p−1K (x) d'après [3℄, 2.2.5 et il dénit un sous-ensemble ni iK(x) de
p−1K (x), formé de points de type (2) ou (3), qui ne dépend lairement pas du hoix de Y .
Dans le as d'un point x de type (2), Y˜ est une k˜-ourbe algébrique (ane) intègre et iK(x)
est l'image réiproque de l'ensemble des points génériques de la K˜-ourbe ane Y˜ ⊗
ek
K˜ par
l'appliation de rédution YK → Y˜ ⊗
ek
K˜ (2.1.1, Rédutions).
Lemme 2.1.20.  L'ensemble p−1K (x)− iK(x) est un ouvert de XK .
Démonstration. C'est évident puisque YK − Γ(YK) est un ouvert de XK en vertu de la
proposition 2.1.12. 2
Proposition 2.1.21.  Soient X une ourbe stritement k-analytique et Ω ⊂ X un ou-
vert tel que tous les points de ∂Ω soient de type (2) ou (3) ; étant donnée une extension non
arhimédienne K/k, tous les points de ∂p−1K (Ω) sont de type (2) ou (3).
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Démonstration. D'après le lemme préédent,⋃
x∈∂Ω
i−1K (x) = p
−1
K (∂Ω)−
⋃
x∈∂Ω
(
p−1K (x)− iK(x)
)
est un fermé de XK et la onlusion déoule de e qu'il ontient ∂p
−1
K (Ω). 2
Reouvrements.
L'espae topologique sous-jaent à une ourbe stritement k-analytique est de dimension
1 : tout reouvrement ouvert loalement ni U admet un ranement loalement ni U ′ tel
que trois ouverts distints dans U ′ soient d'intersetion vide ([3℄, 3.2.1). Nous terminons ette
setion par la desription d'un système nal de reouvrements ouverts loalement nis d'une
ourbe stritement k-analytique.
Proposition 2.1.22.  Soit X un espae k-analytique onnexe et paraompat de di-
mension 1 et soit U un reouvrement ouvert loalement ni de Ω = X − ∂X. Il existe un
reouvrement ouvert loalement ni V de Ω ranant U et tel que, posant
S =
⋃
V ∈V
∂V,
tout point de S soit de type (2) et ontenu dans un unique ouvert V ∈ V.
Démonstration. On peut supposer que les éléments de U sont relativement ompats (raf-
ner U si néessaire).
Un premier ranement de U permet de supposer que les points de ∂U sont de type (2)
pour tout ouvert U ∈ U . Fixons en eet U0 ∈ U ; le fermé
F0 = Ω−
⋃
U∈U ; U 6=U0
U
est ontenu dans U0 et il existe un domaine stritement k-anoïde Y0 ⊂ U0 tel que
F0 ⊂ Y0 − ∂Y0.
On obtient un ranement de U en remplaçant U0 par U
′
0 = Y0 − ∂Y0. Appliquant le même
raisonnement à haun des ouverts U1,1, . . . , U1,n ∈ U renontrant U
′
0  il n'y en a qu'un
nombre ni , on obtient des ouverts U ′1,1, . . . , U
′
1,n tels que ∂U
′
1,i ⊂ I(X) pour tout i et
{U ′0, U
′
1,1, . . . , U
′
1,n}∪ (U −{U0, U1,1, . . . , U1,n} soit un reouvrement de Ω ranant U ; raison-
nant par réurrene transnie, on peut, après ranement, supposer que la frontière de tout
ouvert U ∈ U est un ensemble ni de points de type (2).
Sous ette hypothèse, la réunion S des ∂U , U ∈ U , est un ensemble loalement ni de
points de type (2) dans Xη. Quels que soient l'ouvert U ∈ U et la omposante onnexe C de
Ω− S,
C ∩ U = C ∩ U
puisque ∂U = U − U est ontenu dans S et don C ⊂ U ou C ∩ U = ∅ ; par suite, étant
donnés un point x ∈ S et un ouvert U ∈ U ontenant x, toute omposante onnexe de Ω− S
adhérente à x est ontenue dans U . Soit Ωx la réunion des omposantes onnexes de Ω − S
qui sont adhérentes à x ; 'est un voisinage de x dans Ω qui, d'après e que l'on vient de dire,
est ontenu dans tout ouvert U ∈ U qui ontient x.
La famille
{
Ωx
}
x∈S
est un reouvrement ouvert loalement ni de Ω qui rane le reou-
vrement U ; S est la réunion des ∂Ωx, x ∈ S, et un point y de S appartient à l'ouvert Ωx si
et seulement si y = x. Ce reouvrement satisfait à toutes les onditions de l'énoné. 2
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2.2. S-ourbes semi-stables
Le ontenu de ette partie est un as très partiulier des onstrutions introduites par
Berkovih dans [5℄.
2.2.1. Courbes S(a)
Soit a un élément non nul de k◦ et soit A(a) la k◦-algèbre topologiquement de présentation
nie
k◦{T0, T1}/(T0T1 − a).
L'épimorphisme anonique k◦{T0, T1} → A(a) induit un isomorphisme α du sous k
◦
-module
libre
M =
{
f =
∑
ν=(ν0,ν1)∈N2
aν(f)T
ν0
0 T
ν1
1 ∈ k
◦{T0, T1} ; aν(f) = 0 si ν0ν1 6= 0
}
de k◦{T0, T1} sur A(a). L'homomorphisme de k-algèbres de Banah
ϕ : k{T0, T1} → k{|a|T
−1, T}
déni par ϕ(T0) = aT
−1
, ϕ(T1) = T , réalise un isomorphisme du k-espae de Banah M ⊗k◦ k
sur k{|a|T−1, T} et ϕ ◦ α−1 est un isomorphisme isométrique entre la k-algèbre de Banah
A(a) ⊗k◦ k, munie de la norme dénie par le k
◦
-module A(a), et la k-algèbre de Banah
k{|a|T−1, T}, munie de sa norme spetrale. Il déoule de es observations que :
(i) la k◦-algèbre A(a) est plate,
(ii) l'homomorphisme anonique A(a)→
(
A(a)⊗k◦ k
)◦
est un isomorphisme,
(iii) pour tout ρ = (ρ0, ρ1) ∈ R2>0 tel que ρ0ρ1 = |a|, la (semi-)norme sur M ⊗k◦ k → R≥0
induite par l'appliation
k{T0, T1} → R≥0, f =
∑
ν
aν(f)T
ν0
0 T
ν1
1 7→ maxν
|aν(f)|ρ
ν
dénit via α une (semi-)norme multipliative sur A(a)⊗k◦ k, notée ηρ.
Soit S(a) le S-shéma formel Spf(A(a)). Sa bre générique est le domaine stritement k-
anoïde {x ∈ A1k | |a| ≤ |T1(x)| ≤ 1} de la droite ane sur k tandis que sa bre spéiale est
le tore Gm
ek
si |a| = 1, la somme amalgamée du diagramme
A1
ek
Spec(k˜)
0
OO
0
// A1
ek
si |a| < 1.
Introduisons le polytope entier
S(|a|) = {t ∈ R2 | 0 ≤ t0, 0 ≤ t1 et t0 + t1 = − log |a|},
de groupe strutural (f. 1.1.1)
Λ(S(|a|)) =
(
R⊕ Zt0 ⊕ Zt1
)
/Z(log |a|+ t0 + t1).
L'appliation
µ : S(a)η → R
2, x 7→ (− log |T0(x)|,− log |T1(x)|)
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est ontinue et à valeurs dans S(|a|) ⊂ R2 ; elle admet une setion ontinue
ι : S(|a|)→ S(a)η , t 7→ ηe−t
réalisant un homéomorphisme de S(|a|) sur un fermé S(S(a)) de S(a)η .
Par dénition, le squelette de S(a) est le polytope entier
(
S(a), µ∗Λ(S(|a|))
)
. L'appliation
ι ◦ µ : S(a)η → S(S(a)), notée τ , est une rétration de S(a)η sur son squelette.
Étant donnée une extension non arhimédienne K de k, S(a)η⊗̂kK =
(
S(a)×S Spf(K
◦)
)
η
et le morphisme anonique p : S(a)η⊗̂kK → S(a) induit une appliation de S(S(a) ×S
Spf(K◦)) dans S(S(a)) ; 'est un isomorphisme de polytopes entiers s'insérant dans le dia-
gramme ommutatif
S(a)η⊗̂kK
τ //
p

S(S(a) ×S Spf(K
◦))
p

S(a)η τ
// S(S(a)).
Les squelettes S(S(a) ×S Spf(K
◦)) et S(S(a)) sont don anoniquement isomorphes ; pour
alléger l'ériture, nous érirons S(S(a))K en lieu et plae de S(S(a) ×S Spf(K
◦)).
Il est faile de donner une aratérisation intrinsèque du squelette de S(a). Commen-
çons par observer que le groupe strutural de e polyèdre entier s'identie au sous-groupe de
C0(|S(a)η |,R) engendré par R et les fontions log |f |, f ∈
(
A(a)⊗k◦ k
)×
: 'est le ontenu du
lemme suivant.
Lemme 2.2.1.  Soit |.|sp la norme spetrale de la k-algèbre de Banah A(a) ⊗k◦ k ; le
groupe
(
A(a)⊗k◦ k
)×
des inversibles de l'anneau A(a)⊗k◦ k est onstitué des éléments de la
forme
αT n00 T
n1
1 (1 + g),
où α ∈ k×, n0, n1 ∈ N, g ∈ A(a)⊗k◦ k et |g|sp < 1.
En partiulier : l'image de l'homomorphisme(
A(a)⊗k◦ k
)×
→ C0(|S(a)η |,R), f 7→ log |f |,
est le sous-groupe abélien engendré par log |k×| et les fontions log |T0|, log |T1|.
Démonstration. Les éléments de A(a)⊗k◦ k pouvant s'érire omme dans l'énoné forment
un sous-groupe I ⊂
(
A(a) ⊗k◦ k
)×
et il sut don de vérier que tout élément inversible de
A(a)⊗k◦ k appartient à I.
Considérons tout d'abord le as partiulier a = 1. La norme spetrale |.|sp de la k-algèbre de
Banah k{T−1, T} étant multipliative (en vertu de l'irrédutibilité de Spec(k˜[T ]), proposition
2.1.2), un élément inversible f de k{T−1, T} est de la forme f = αg, ave α ∈ k× tel que
|α| = |f |sp et g ∈ k
◦{T−1, T}×. La rédution de g dans k˜[T−1, T ] est inversible, don de la
forme βT n ave β ∈ k˜ et n ∈ Z, et g s'érit par onséquent
g = γT n + h = γT n(1 + h′),
où γ ∈ k◦ − k◦◦, h ∈ k◦◦{T−1, T} et h′ = γ−1T−nh. Comme |h′|sp = |h|sp < 1, f appartient
à I.
Le as général se déduit du as a = 1. C'est immédiat si |a| = 1 puisqu'alors A(a) ≃ A(1),
de sorte que l'on peut supposer |a| < 1. Identions A(a) ⊗k◦ k et k{|a|T
−1, T} en posant
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T1 = T , T0 = aT
−1
et onsidérons un élément inversible f =
∑
n∈Z anT
n
dans k{|a|T−1, T}.
Quel que soit le nombre réel r ∈ [|a|, 1], l'image de f par l'homomorphisme k{|a|T−1, T} →
k{rX−1, r−1X}, T 7→ X, est inversible ('est la restrition de f au domaine k-anoïde
|T | = r) et il en est de même après une extension non arhimédienne K/k telle que r ∈
|K×|. Étant donnée l'identiation K{rX−1, r−1X} ≃ K{Y −1, Y }, la disussion préédente
implique l'existene d'un unique entier relatif N(r) tel que |aN(r)|r
N(r) = maxn(|an|r
n) = |f |r,
|.|r désignant la norme spetrale sur k{rX
−1, r−1X}.
L'appliation N : [|a|, 1]→ Z, r 7→ N(r) est loalement onstante : soit en eet r0 ∈ [|a|, 1] ;
la suite (|an|r
n) tendant vers 0 lorsque |n| tend vers +∞ pour tout r ∈ [|a|, 1], il existe un
sous-ensemble ni I de Z et un voisinage V de r0 dans [|a|, 1] tels que
max
n∈Z
|an|r
n = max
n∈I
|an|r
n
pour tout r ∈ V et les inégalités |aN(r0)|r
N(r0) > |an|rn, n ∈ I − {N(r0)}, sont vériées sur
tout un voisinage de r0 dans V .
L'appliation N est don onstante et il existe ainsi un entier relatif N tel que :
|an| < |aN | et |an||a|
n < |aN ||a|
N
pour tout n ∈ Z− {N}. Ces inégalités peuvent s'érire sous la forme
max
(
max
n 6=N
(|ana
−1
N |),maxn 6=N
(|ana
−1
N ||a|
n−N )
)
< 1,
'est-à-dire
∣∣(∑
n∈Z−{N} ana
−1
N T
n−N
)∣∣
sp
< 1, et nous obtenons nalement la formule
f =
∑
n∈Z
anT
n = aNT
N
(
1 +
∑
n∈Z−{N}
ana
−1
N T
n−N
)
= aNT
N (1 + g)
ave |g|sp < 1. La démonstration est ahevée. 2
Remarque 2.2.2.  Le lemme préédent n'est bien entendu pas autre hose que l'assertion
lassique selon laquelle un élément f ∈ k{|a|T−1, T} est inversible si et seulement si son
polygone de Newton {(x, y) ∈ [0,− log |a|]×R ; y = maxn log |an|e−nx} est un segment ; 'est
d'ailleurs exatement e que l'on a démontré.
Passons à la desription du fermé S(S(a)) de S(a)η .
Définition 2.2.3.  Un espae k-anoïde X est dit potentiellement isomorphe au disque
unité s'il existe une extension nie séparable k′ de k telle que l'espae k′-anoïde X ⊗k k
′
soit isomorphe à une somme (néessairement nie) de opies du disque unité Ek′(0, 1) = {x ∈
A1k′| |T1(x)| ≤ 1}.
Remarque 2.2.4.  Un domaine k-anoïde est potentiellement isomorphe au disque unité
si et seulement si haune de ses omposantes onnexes l'est.
Proposition 2.2.5.  Pour tout a ∈ k◦ − {0}, le fermé S(S(a)) ⊂ S(a)η est le om-
plémentaire de l'ensemble des points de S(a)η ayant un voisinage k-anoïde potentiellement
isomorphe au disque unité.
Rappelons que, pour tout point x ∈ A1k, il existe une et une seule omposante onnexe Ω
de A1k − {x} dont l'adhérene dans A
1
k n'est pas ompate ; on la qualiera de non bornée.
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Lemme 2.2.6.  Un domaine k-anoïde onnexe V dans A1k est potentiellement isomorphe
au disque unité si et seulement s'il possède un unique point de Shilov ξ et oïnide ave le
omplémentaire, dans A1k, de la omposante onnexe non bornée de A
1
k − {ξ}.
Démonstration. L'image d'un morphisme non onstant ϕ : M(k{T}) → A1k est le disque
{|T1 − f(0)| ≤ |f − f(0)|sup = |f − f(0)|(η)}, f ∈ k{T} étant la série entière ϕ
∗T1 ; 'est le
omplémentaire dans A1k de la omposante onnexe non bornée de A
1
k−{ϕ(η)} (η est le point
de Shilov de M(k{T})).
Un domaine k-anoïde V ⊂ A1k, onnexe et potentiellement isomorphe au disque unité, est
l'image d'un morphisme non onstant ϕ :M(k′{T}) → A1k, k
′
étant une extension séparable
nie de k. Le morphisme ϕ se fatorise par le morphisme anonique q : A1k′ → A
1
k et, puisque
l'image du morphisme induit de M(k′{T}) dans A1k′ est le omplémentaire dans A
1
k′ de la
omposante non bornée de A1k′−{ϕ
′(η′)}, V est le omplémentaire dans A1k de la omposante
onnexe non bornée de A1k − {ϕ(η
′)} (η′ est le point de Shilov de M(k′{T})).
Soient réiproquement ξ ∈ A1k un point de type (2)  'est-à-dire tel que l'extension de
orps H˜(x)/k˜ soit de degré de transendane 1  et V le omplémentaire de la omposante
onnexe non bornée de A1k−{ξ}. Par densité de l'ensemble E des points x ∈ A
1
k tels que κ(x)
soit une extension séparable nie de k, il existe un point de E appartenant à l'ouvert non vide
V −{ξ} ; soit f ∈ k[T1] son polynme minimal unitaire. La fontion |f | atteint son maximum
sur le ompat V en un point de la frontière ∂V , don en ξ ; par suite, V est ontenu dans le
domaine stritement k-anoïde {|f | ≤ |f(ξ)|} et oïnide en fait ave lui puisque A1k − V est
la omposante onnexe non bornée de A1k−{ξ}. Cei prouve que V est un domaine stritement
k-anoïde dont ξ est l'unique point de Shilov. Enn, f étant par hypothèse séparable sur k,
V est isomorphe à une somme de opies du disque unité sur toute extension séparable nie k′
de k déomposant f et telle que |f(ξ)| ∈ |k′×|. 2
Démonstration de la proposition 2.2.5. Identions S(a)η au domaine stritement k-
anoïde {|a| ≤ |T1| ≤ 1} de A1k et introduisons l'ouvert Ω de S(a)η onstitué des points
admettant un voisinage k-anoïde potentiellement isomorphe au disque unité.
Étant donné un tel domaine k-anoïde onnexe V ⊂ S(a)η , les deux omposantes onnexes de
A1k−S(a)η sont ontenues dans l'ouvert onnexe U = A
1
k−V ; elui-i ontient en partiulier
0, et don toute l'image de l'appliation ontinue R≥0 → A1k envoyant le nombre réel positif
r sur la semi-norme
ηr : k[T ]→ R≥0,
∑
n
anT
n 7→ max
n
(|an|r
n)
ar U est onnexe par ars et tout hemin ontinue reliant 0 au point à l'inni ontient l'image
de ette appliation. Puisque l'image de ι : S(|a|)→ S(a)η ⊂ A1k est le fermé {ηr ; r ∈ [|a|, 1]},
ela prouve l'inlusion Ω ⊂ S(a)η − S(S(a)).
L'inlusion réiproque S(a)η − S(S(a)) ⊂ Ω déoule du fait suivant : pour tout point
t ∈ S(|a|) ⊂ R, τ−1(t) ∩
(
S(a)η − S(S(a))
)
est la réunion d'une famille roissante de
domaines k-anoïdes potentiellement isomorphes au disque unité. Cette assertion est triviale
si t /∈
√
|k×| puisque la bre τ−1(t) est réduite au point ι(t). Si t ∈
√
|k×|, il existe un point
x ∈ τ−1(t) tel que l'extension κ(x)/k soit nie et séparable ; notant f le polynome minimal
unitaire de x sur k, l'ouvert τ−1(t)−{ι(t)} oïnide ave {|f | < |f(ι(t))|} et est la réunion des
domaines stritement k-anoïdes potentiellement isomorphes au disque unité {|f | ≤ αn},
(αn) étant une suite stritement roissante dans
√
|k×| qui onverge vers |f |(ι(t)). 2
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Remarque 2.2.7.  Soit ξ un point de type (2) dans S(a)η − S(S(a)) ; le omplémentaire
V de la omposante onnexe non bornée de A1k − {ξ} est un domaine k-anoïde potentielle-
ment isomorphe au disque unité, que l'on peut dérire en termes d'élatements admissibles ;
rappelons qu'il s'agit des élatements, dans la atégorie des S-shémas formels, des Idéaux
ohérents et ouverts (voir [10℄, 2).
On note r l'appliation de rédution S(a)η → S(a)s.
 Si r(ξ) est un point lisse de S(a)s, il existe un élatement admissible q : Y → S(a),
entré au point r(ξ), tel que la bre spéiale réduite de Y soit la somme amalgamée du
diagramme
S(a)s
Spec(κ(r(ξ)))
r(ξ)
OO
∞
// P1κ(r(ξ))
et V soit la bre générique du S-shéma formel induit par Y sur l'ouvert Yréds −S(a)s ≃
A1κ(r(ξ)).
 Si r(ξ) est le point singulier de S(a)s, il existe un élatement admissible q1 : Y1 →
S(a), entré en r(ξ), tel que la bre spéiale réduite de Y1 soit la somme amalgamée du
diagramme
A1
ek
∐
A1
ek
Spec(k)
∐
Spec(k)
0
OO
0
`
∞
// P1
ek
,
et, notant r′ l'appliation de rédution Y1,η → Y1,s, un élatement admissible q2 : Y2 →
Y1, entré en un point fermé de P1
ek
− {0,∞} ⊂ Y1,s, tel que la bre spéiale réduite de
Y2 soit la somme amalgamée du diagramme
Y1
réd
s
Spec(κ(r′(ξ)))
r′(ξ)
OO
∞
// P1κ(r′(ξ)),
et V soit la bre générique du S-shéma formel induit par Y2 sur l'ouvert Y
réd
2,s −Y
réd
1,s ≃
A1κ(r′(ξ)). Le point de Y1,η = S(a)η envoyé par r
′
sur le point générique du diviseur
exeptionnel de Y1,s est le point τ(ξ) de S(S(a)).
Dans les deux as envisagés, les bres spéiales Ys, Y1,s et Y2,s sont réduites si (et seulement
si) |κ(ξ)×| = |k×|. Finalement : étant donné un domaine k-anoïde V de S(a)η potentielle-
ment isomorphe au disque unité, il existe, après un hangement de base S′ → S, S′ = Spf(k′◦)
ave k′/k une extension séparable nie, un élatement admissible q : Y → S(a), entré en
r(ξ), et un ouvert U de Ys tels que
(i) la bre spéiale Ys soit réduite ;
(ii) l'adhérene de U soit une réunion de omposantes irrédutibles de Ys isomorphes à P1
ek′
;
(iii) V ⊗k k
′
s'identie à la bre générique du S′-shéma formel induit par Y sur U .
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2.2.2. Le squelette d'une S-ourbe simplement semi-stable : début
La onstrution du squelette et de la rétration se généralise naturellement aux S-ourbes
formelles admettant loalement un morphisme étale vers une S-ourbe S(a), a ∈ k◦ − {0}.
Introduisons plus préisément la dénition habituelle suivante.
Définition 2.2.8.  Une S-ourbe X est dite simplement semi-stable s'il existe un reou-
vrement par des ouverts U admettant un morphisme étale pU : U → S(a(U)), a(U) ∈ k
◦−{0}.
Remarque 2.2.9
1. La bre générique d'une S-ourbe simplement semi-stable X est un espae stritement
k-analytique rig-lisse, 'est-à-dire tel que le G-faiseau ΩXη/k soit un OXη -module loa-
lement libre.
2. L'adverbe simplement vient de e que l'on travaille ave la topologie de Zariski ; on
pourrait, plus généralement, onsidérer les S-ourbes qui, loalement pour la topologie
étale, sont isomorphes à une ourbe S(a), a ∈ k◦−{0}. Cette restrition a pour eet de
garantir la lissité de haune des omposantes irrédutibles de Xs. Soient en eet C une
k˜-ourbe loalement algébrique et p : C → S(a)s un morphisme étale ave 0 < |a| < 1.
Les omposantes irrédutilbes de C sont lisses : étant donné un point singulier x˜ de C et
une omposante irrédutible Z de C passant par x˜, l'image de Z par p est ontenue dans
une omposante irrédutible Y de S(a)s et le hangement de base Y →֒ S(a)s donne
lieu à un morphisme étale p|Z : Z → Y ; la lissité de Y implique elle de Z au point x˜.
Pour e qui suit, la restrition aux ourbes simplement semi-stables n'est pas indis-
pensable.
3. La déformation des singularités quadratiques montre qu'une S-ourbe X est simplement
semi-stable si et seulement si sa bre générique Xη est lisse et sa bre spéiale Xs est
une k˜-ourbe (loalement algébrique) dont les seules singularités sont des points doubles
ordinaires et dont les omposantes irrédutibles sont lisses.
Passons maintenant à la onstrution du squelette d'une S-ourbe simplement semi-stable.
Théorème 2.2.10.  Il existe, pour toute S-ourbe simplement semi-stable X , un unique
ouple (S(X ), τX ), onstitué d'un polyèdre entier de dimension au plus 1 et d'une appliation
τX : Xη → S(X ), tel que :
(i) l'espae topologique sous-jaent à S(X ) soit un fermé de Xη et l'appliation τX soit une
rétration, 'est-à-dire induise l'identité sur S(X ) ;
(ii) pour tout ouvert U de X , S(X )∩Uη est un domaine polyédral dans S(X ) et l'immersion
anonique
(
X|U
)
η
→֒ Xη induit un isomorphisme de S(X|U ) sur S(X ) ∩ Uη, ompatible aux
rétrations ;
(iii) quel que soit le morphisme étale p : X → Y entre deux S-ourbes semi-stables, pη
induit une appliation de S(X ) dans S(Y) qui est un isomorphisme G-loal de polyèdres entiers
s'insérant dans un diagramme ommutatif :
Xη
τX //
pη

S(X )
pη

Yη τY
// S(Y).
La démonstration du théorème 2.2.10 s'étend jusqu'à le proposition 2.2.20.
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La aratérisation du fermé S(X ) ⊂ Xη reprend la desription de S(S(a)) ⊂ S(S(a))η
donnée dans la proposition 2.2.5.
Lemme 2.2.11.  Soient X une S-ourbe, p : X → S(a) un morphisme étale (a ∈
k◦ − {0}) et V ⊂ Xη, Z ⊂ S(a)η des domaines k-anoïdes ;
 si V est potentiellement isomorphe au disque unité, il en est de même pour p(V ) ;
 si p−1(Z) 6= ∅ et Z est potentiellement isomorphe au disque unité, il en est de même pour
p−1(Z).
Démonstration. Soit V ⊂ Xη un domaine k-anoïde potentiellement isomorphe au disque
unité. Chaque omposante onnexe de V est l'image de M(k′{T}) par un morphisme non
onstant, k′ étant une extension nie séparable onvenable de k, et p(V ) est don un domaine
k-anoïde potentiellement isomorphe au disque unité (lemme 2.2.6).
Soit Z ⊂ S(a)η un domaine k-anoïde onnexe et potentiellement isomorphe au disque
unité. Après un hangement de base S′ → S, ave S′ = Spf(k′◦), k′ étant une extension nie
séparable de k, il existe un élatement admissible q : Y → S(a), entré en un point fermé x˜
de S(a)s, et un ouvert U de Ys tels que le k˜-shéma Ys soit réduit, l'adhérene de U soit une
réunion de omposantes irrédutibles isomorphes à P1
ek
et Z s'identie à la bre générique du
shéma formel induit par Y sur U . Si l'image réiproque p−1(Z) est non vide, la bre de ps
au-dessus de x˜ est non vide et le morphisme induit par p entre les shémas formels semi-loaux
Xp−1s (ex) et S(a)ex est étale et ni. Considérons alors le diagramme artésien
Y ′
q′ //
p′

X
p

Y q
// S(a);
le morphisme p′ est étale et il est ni au-dessus de q−1(x˜) ; il induit don un revêtement
étale au-dessus du sous-shéma fermé réduit U de Ys. Chaune des omposantes irrédutibles
de U étant, par hypothèse, isomorphe à P1
ek
, le revêtement p′−1s (U) → U est isotrivial ; nous
pouvons don supposer, quitte à faire un nouveau hangement de base S′′ → S′ du même
type que préédemment, que le revêtement U ′ = p′−1(U) → U est trivial. Le revêtement
p′ : Y ′|U ′ → YU est alors trivial et, par passage aux bres génériques, haque omposante
onnexe de p−1(Z) = (Y ′|U ′)η est isomorphe à Z. Cei ahève de prouver que le domaine
k-anoïde p−1(Z) est potentiellement isomorphe au disque unité. 2
Corollaire 2.2.12.  Soient C une S-ourbe et r l'appliation de rédution Cη → Cs ;
pour tout point fermé lisse x˜ de Cs, l'ouvert r
−1(x˜) est le réunion d'une suite roissante de
domaines k-anoïdes potentiellement isomorphes au disque unité.
Démonstration. Quitte à remplaer C par C|U , où U est un voisinage ouvert de x˜ dans Cs,
on peut supposer qu'il existe un morphisme étale p : C → S(1). La bre Ω de l'appliation de
rédution S(1)η → S(1)s au-dessus du point p(x˜) étant la réunion d'une suite roissante de
domaines k-anoïdes potentiellement isomorphes au disques unité (voir la démonstration de
la proposition 2.2.5), il en est de même pour r−1(x˜) = p−1(Ω) d'après le lemme préédent. 2
Définition 2.2.13.  Pour toute S-ourbe simplement semi-stable X , S(X ) est le fermé
de Xη dont le omplémentaire est la réunion des domaines k-anoïdes potentiellement iso-
morphes au disque unité et ontenus dans Xη − S0(X ).
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Lemme 2.2.14.  Pour tout ouvert U de X et tout morphisme étale p : U → S(a), a ∈
k◦ − {0},
S(X ) ∩ Uη = S(X|U ) = p
−1S(S(a)).
Démonstration. Soit V ⊂ Xη − S0(X ) un domaine k-anoïde onnexe et potentiellement
isomorphe au disque unité ; l'image de V est une partie onstrutible et, l'appliation de
rédution étant anti-ontinue, onnexe de Xs − X
(0)
s , 'est-à-dire un point fermé. L'égalité
S(X ) ∩ Uη = S(X|U ) en déoule pour tout ouvert U de X .
La seonde égalité S(X|U ) = p
−1S(S(a)) est une reformulation du lemme 2.2.11. 2
Étant donnée une S-ourbe simplement semi-stable X , le lemme 2.2.14 permet de travailler
loalement sur X pour dénir la struture de polyèdre entier sur S(X ) et la rétration τX →
S(X ).
Proposition 2.2.15.  Soient X une S-ourbe onnexe et p : X → S(a) un morphisme
étale.
 Si la ourbe Xs est lisse, elle est irrédutible et S(X ) = S0(X ).
 Supposons 0 < |a| < 1 ; si la bre de p au-dessus du point singulier de S(a)s est réduite
à un point, p induit un homéomorphisme de S(X ) sur S(S(a)).
Démonstration. Les omposantes irrédutibles d'une k˜-ourbe lisse oïnidant ave ses om-
posantes onnexes, Xs est irrédutible si elle lisse. L'image du morphisme ps : Xs → S(a)s
est ontenue dans l'une des omposantes irrédutibles de S(a)s, déterminant un point ξ ∈
S0(S(a)) ⊂ S(S(a)), et p
−1(S(S(a))) = p−1(ξ) = S0(X ).
Passons au seond point de l'énoné.
La ourbe Xs étant un k˜-shéma ane (ar quasi-ompate et étale sur la k˜-ourbe ane
S(a)s), la bre générique Xη de X est un espae (stritement) k-anoïde ; l'espae topologique
|Xη| est en partiulier ompat et l'appliation ontinue de |Xη| dans |S(a)η | est don propre.
Il sut alors de vérier que p induit une bijetion de p−1(S(S(a))) sur S(S(a)) ; e sera
automatiquement un homéomorphisme.
Il s'agit don de prouver que la bre du morphisme p : Xη → S(a)η est réduite à un point
au-dessus de tout x ∈ S(S(a)) ⊂ S(a)η .
Observons tout d'abord que la démonstration peut se faire après passage à une quelonque
extension non arhimédienne K de k : dans le diagramme ommutatif
Xη⊗̂kK
q′ //
p

Xη
p

S(a)η⊗̂kK q
// S(a)η ,
le morphisme q induit un homéomorphisme de S(S(a))K = S(S(a)⊗̂SSpf(K
◦)) sur S(S(a))
et le morphisme q′ est surjetif.
Appliquant ette remarque ave K = H(x)  le omplété du orps résiduel de x  nous
pouvons supposer que le point x est de type (2), de groupe des valeurs |H(x)×| = |k×|.
Soit b ∈ k◦ tel que |T1(x)| = |b|. Il existe un élatement admissible Y → S(a) et un ouvert
U de Ys tels que
 le S-shéma formel Y|U soit isomorphe à S(b),
 le point x appartienne au bord de S(S(b)) ⊂ S(S(a)),
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et il est don nalement susant de vérier que les bres de l'appliation p : S(X )→ S(S(a))
sont réduites à un point au-dessus du bord S0(S(a)) de S(S(a)), 'est-à-dire qu'il existe une
unique omposante irrédutible de Xs au-dessus de haune des deux omposantes irrédu-
tibles de S(a)s.
Soit x˜ l'unique point de Xs au-dessus du point singulier de S(a)s. Il passe exatement
deux omposantes irrédutibles de Xs par le point x˜ et, le lieu singulier de Xs étant réduit
à x˜, toutes les autres omposantes irrédutibles de Xs doivent être lisses et don dénir des
omposantes onnexes de Xs. La ourbe Xs étant par hypothèse onnexe, elle possède ainsi
exatement deux omposantes irrédutibles, passant par le point singulier x˜ et dominant les
deux omposantes irrédutibles de S(a)s. Les bres de l'appliation p : S(X )→ S(S(a)) sont
don réduites à un point au-dessus du bord S0(S(a)) de S(S(a)). 2
Soit X une S-ourbe simplement semi-stable et onsidérons un reouvrement U de Xs par
des ouverts onnexes tel que :
 haque U ∈ U ontienne au plus un point singulier de Xs,
 si U, V ∈ U sont deux ouverts distints, U ∩ V ne ontienne auun point singulier de Xs,
 il existe, pour tout U ∈ U , un morphisme étale pU : X|U → S(a(U)), a(U) ∈ k
◦ − {0}.
Étant donné U ∈ U , S(X ) ∩
(
X|U
)
η
= S(X|U ) = p
−1
U,η(S(S(a(U)))) ontient les points de
S0(X ) au-dessus des points génériques de U et pU,η réalise un homéomorphisme de S(X ) ∩(
X|U
)
η
sur son image dans S(S(a)), laquelle est une fae de e polytope entier. Il existe par
suite, pour tout ouvert U ∈ U , une unique appliation τU :
(
X|U
)
η
→ S(X|U) telle que le
diagramme
(
X|U
)
η
pU,η

τU // S(X|U )
pU,η

S(a(U))η τ
// S(S(a))
soit ommutatif ; pour tout U ∈ U , la restrition de τU à S(X|U ) est l'identité. Le reollement
des es appliations en une rétration τX : Xη → S(X ) est immédiat : si U, V ∈ U sont
deux ouverts distints, U ∩ V est par hypothèse un ouvert irrédutible disjoint de Sing(Xs)
et
(
X|U∩V
)
η
est envoyé par haune des rétrations τU , τV sur le point de S0(X ) au-dessus du
point générique de U ∩ V .
Quels que soient les points distints x, y ∈ S(X ), des domaines k-anoïdes onnexes V,W ⊂
Xη tels que Γ(V ) = {x} et Γ(W ) = {y} sont néessairement disjoints. Il sut en eet de le
vérier pour les domaines k-anoïdes V ∩
(
X|U
)
η
etW∩
(
X|U
)
η
, U parourant U : leurs images
par pU,η sont des domaines k-anoïdes dans S(a(U))η satisfaisant à la même ondition et la
onlusion est alors immédiate.
L'observation préédente permet de vérier que l'appliation τX : Xη → S(X ) que l'on vient
de dénir ne dépend pas du hoix des morphismes étales pU : X|U → S(a(U)) : elle induit
en eet l'identité sur S(X ) et, pour tout x ∈ Xη, le point τX (x) de S(X ) est uniquement
déterminé par la ondition intrinsèque suivante : il existe un domaine k-anoïde onnexe
V ⊂ Xη ontenant x et dont τX (x) est l'unique point de Shilov.
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Proposition 2.2.16.  Soient X , Y deux S-ourbes simplement semi-stables et f : X →
Y un S-morphisme étale ; le morphisme fη : Xη → Yη envoie S(X ) dans S(Y) et le diagramme
Xη
τX //
fη

S(X )
fη

Yη τY
// S(Y)
est ommutatif.
Démonstration. Traitons tout d'abord le as où Y = S(a), a ∈ k◦ − {0}. L'inlusion
fη(S(X )) ⊂ S(S(a)) déoule du lemme 2.2.14. Considérons un reouvrement U de Xs par
des ouverts onnexes U ontenant au plus un point singulier de Xs, deux ouverts distints
dans U ayant de plus une intersetion disjointe de Sing(Xs) ; reprenant la desription qui
préède la proposition, nous pouvons onstruire à partir des artes étales f|U : X|U → S(a)
une rétration τ ′X : Xη → S(X ) telle que le diagramme
Xη
τ ′X //
fη

S(X )
fη

S(a)η τ
// S(S(a))
soit ommutatif, la rétration τX étant, elle, dénie à partir de morphismes étales pU : X|U →
S(a(U)), a(U) ∈ k◦ − {0} ; la aratérisation intrinsèque de la rétration τX donnée préé-
demment implique l'identité τX = τ
′
X .
Le as d'une S-ourbe simplement semi-stable Y quelonque se déduit trivialement du as
partiulier Y = S(a) : onsidérons en eet un reouvrement U de Ys par des ouverts onnexes
tel que :
 haque ouvert U ∈ U ontienne au plus un point singulier de Ys,
 deux ouverts distints U, V ∈ U aient une intersetion disjointe de Sing(Ys),
 il existe pour tout U ∈ U un morphisme étale pU : Y|U → S(a(U)), a(U) ∈ k
◦ − {0}.
Puisque S(Y) ∩
(
Y|U
)
η
= S(Y|U ) = p
−1
U,η(S(S(a(U)))) (lemme 2.2.14) et (pU ◦
f)η(S(X )) ⊂ S(S(a(U))), fη(S(X )) ∩
(
Y|U
)
η
⊂ S(Y) ∩
(
Y|U
)
η
pour tout U ∈ U et
don fη(S(X )) ⊂ S(Y).
Dans le diagramme (
X|f−1(U)
)
η
τX

fη //
(
Y|U
)
η
τY

pU,η // S(a(U))η
τ

S(X|f−1(U))
fη
// S(Y|U) pU,η
// S(S(a(U)))
les égalités
pU,η ◦ fη ◦ τX = τ ◦ pU,η ◦ fη
et
pU,η ◦ τY = τ ◦ pU,η
sont onnues d'après la première partie de la démonstration ; l'appliation pU,η étant injetive,
la ommutativité du diagramme en déoule. En vertu des identités S(X|f−1(U)) = S(X ) ∩
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(
X|f−1(U)
)
η
, S(Y|U ) = S(Y) ∩
(
Y|U
)
η
, U ∈ U , le diagramme
Xη
τX //
fη

S(X )
fη

Yη τY
// S(Y)
est également ommutatif. 2
2.2.3. Le squelette d'une S-ourbe simplement semi-stable : n.
Rappelons que, pour tout S-shéma formel plat et loalement de présentation nie X , Λk(X )
est le sous-groupe du groupe abélien C0(|Xη |,R) image de l'homomorphisme anonique(
Γ(X ,OX )⊗k◦ k
)×
→ C0(|Xη |,R), f 7→ log |f |
et Λ(X ) est le sous-groupe engendré par Λk(X ) et R (2.1.1).
Soit X une S-ourbe simplement semi-stable ; il reste, pour ahever la démonstration du
théorème 2.2.10, à dénir la struture de polyèdre entier sur S(X ) et à vérier sa ompatibilité
aux S-morphismes étales.
Tout e dont nous avons besoin est ontenu dans la proposition suivante.
Proposition 2.2.17.  Soit U un ouvert onnexe de Xs renontrant Sing(Xs) en au plus
un point ; pour tout morphisme étale p : X|U → S(a), où
 |a| = 1 si U est lisse,
 0 < |a| < 1 si U ontient un point singulier de Xs,
l'homomorphisme Λ(p) : Λk(S(a))→ Λk(X|U ) est un isomorphisme.
Démonstration. La proposition 2.2.15, jointe à la ondition sur |a|, implique que pη réalise
un homéomorphisme de S(X|U) sur S(S(a)), identiant S0(X ) et S0(S(a)).
Les bres spéiales Xs et S(a)s étant réduites, |H(x)|
× = |k×| pour tout point
x ∈ S0(X ) ∪ S0(S(a)).
Considérons le diagramme ommmutatif
Λk(S(a))
Λ(p)

res // Hom(S0(S(a)), log |k×|)
p∗

Λk(X|U )
res // Hom(S0(X ), log |k|
×),
dans lequelle la èhe p∗ est un isomorphisme. La èhe Λk(S(a)) → Hom(S0(S(a)), log |k|
×)
est un isomorphisme en vertu du lemme 2.2.1 ; toutes les èhes de e diagramme sont don
des isomorphismes. 2
Corollaire 2.2.18.  Pour tous a, b ∈ k◦ tels que 0 < |a|, |b| < 1, les points singuliers
des S-shémas formels S(a) et S(b) ont des voisinages étales isomorphes si et seulement si
|a| = |b|.
Considérons un reouvrement U de Xs par des ouverts onnexes tel que :
 haque U ∈ U ontienne au plus un point singulier de Xs ;
 l'intersetion de deux ouverts distints U, V ∈ U soit disjointe de Sing(Xs).
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Pour tous U, V ∈ U distints, U ∩ V est un ouvert irrédutible et lisse de Xs, S(XU∩V ) est
réduit au point de S0(X ) au-dessus du point générique de U ∩V et le morphisme de polytopes
(S(X|U∩V ),Λ(X|U∩V )) →֒ (S(X|U ),Λ(X|U ))
induit par l'inusion U ∩ V ⊂ U est une immersion anonique de 0-fae. La olletion des
(S(X|U ),Λ(X|U )), U ∈ U , est par onséquent un atlas Z-polyédral sur l'espae topologique
S(X ) et la proposition 2.2.17 garantit que la struture de polyèdre entier sur S(X ) ainsi
obtenue ne dépend pas du hoix du reouvrement ouvert U .
Le reouvrement ouvert U de Xs étant de la forme préédente, l'espae topologique S(X|U )
est réduit à un point si l'ouvert U est lisse, homéomorphe au segment [0, 1] si U ontient un
point singulier de Xs ; l'espae topologique S(X ) est don naturellement homéomorphe au
graphe dual de la k˜-ourbe nodale Xs et l'appliation de rédution r : Xη → Xs induit, pour
tout point x ∈ S0(X ), une bijetion du ne tangent TxS(X ) à S(X ) en ξ sur l'ensemble des
points singuliers de Xs appartenant à la omposante irrédutible de Xs de point générique
r(ξ).
Ce polyèdre entier est muni du poids (f. 1.2.1) déni par l'appliation
π0(S(X )− S0(X ))
∼
−→ Sing(Xs)→ R>0
qui assoie à la omposante onnexe de S(X ) − S0(X ) orrespondant à un point singulier x˜
de Xs le nombre entier stritement positif [κ(x˜) : k˜].
Le polyèdre entier pondéré d'espae topologique sous-jaent S(X ) que l'on vient de dénir
est appelé le squelette de la S-ourbe simplement semi-stable X ; il sera également noté S(X ).
Remarque 2.2.19
1. Le polyèdre entier S(X ) est l'égalisateur du diagramme∐
(U,V )∈U S(X|U∩V )
//
//
∐
U∈U S(X|U )
dans la atégorie des polyèdres entiers.
2. Tout reouvrement de Xs par des ouverts onnexes ontenant haun au plus un des
points singuliers de Xs dénit une déomposition élémentaire du polyèdre S(X ) sur
laquelle le poids est onstant.
3. Puisque S(X ) s'identie, en tant que polyèdre, au graphe dual de la k˜-ourbe Xs, l'ap-
pliation S(X )→ Xs induite par la rédution de Xη sur Xs détermine une bijetion entre
π0(S(X )) et π0(Xs). On en déduit que l'inlusion S(X ) ⊂ Xη induit une bijetion entre
π0(S(X )) et π0(Xη).
Proposition 2.2.20.  Soient X , Y deux S-ourbes simplement semi-stables et f : X →
Y un morphisme étale. Le morphisme fη : Xη → Yη induit une appliation de S(X ) dans
S(Y) qui est un isomorphisme G-loal de polyèdres entiers.
Démonstration. Il a déjà été établi (propostion 2.2.16) que le morphisme fη envoie le fermé
S(X ) de Xη dans le fermé S(Y) de Yη.
Le résultat déoule immédiatement de la proposition 2.2.17 lorsque Y = S(a), a ∈ k◦−{0} :
onsidérant un reouvrement U de X par des ouverts onnexes ontenant au plus un point
singulier de Xs, haque morphisme f|U : X|U → S(a) induit un isomorphisme du polytope
entier S(X|U ) = S(X ) ∩
(
X|U
)
η
sur une fae du polytope entier S(S(a)).
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Le as général s'obtient en reouvrant Ys par des ouverts onnexes U ontenant au plus
un point singulier de Ys et pour lesquels il existe un morphisme étale pU : Y|U → S(a(U)),
a(U) ∈ k◦−{0} induisant un isomorphisme entre les polytopes entiers S(X|U ) et S(S(a(u))).
2
La démonstration du théorème 2.2.10 est maintenant ahevée.
Proposition 2.2.21.  Soit X une S-ourbe simplement semi-stable ; quelle que
soit l'extension non arhimédienne K/k, le morphisme anonique d'espaes analytiques
pK : Xη⊗̂kK → Xη envoie S(X ×S Spf(K
◦)) dans S(X ) et l'appliation induite est un
isomorphisme G-loal de polyèdres entiers pondérés.
Démonstration. Les deux assertions de l'énoné sont démontrées si elles le sont pour haune
des S-ourbes X|U , U parourant un reouvrement ouvert de Xs ; nous pouvons don supposer
qu'il existe un morphisme étale q : X → S(a) induisant un isomorphisme du polyèdre entier
S(X ) sur S(S(a)). Considérons le diagramme ommutatif
Xη⊗̂kK
qη,K

pK // Xη
qη

S(a)η⊗̂kK
p′
K
// S(a)η ;
il a été noté au début de 2.2.1 que le morphisme p′K induit un isomorphisme du polyèdre entier
S(S(a)×S Spf(K
◦)) sur S(S(a)), d'où il déoule que le morphisme pK dénit une appliation
de S(X ×S Spf(K
◦)) dans S(X ) qui est un morphisme de polyèdres entiers s'insérant dans le
diagramme ommutatif
S(X ×S Spf(K
◦))
pK //
qη,K

S(X )
qη

S(S(a)×S Spf(K
◦))
p′
K
// S(S(a)).
Les èhes p′K et qη sont des isomorphismes et, d'après la proposition 2.2.20, la èhe qη,K
est un isomorphisme G-loal ; le morphisme pK : S(X ×S Spf(K
◦))→ S(X ) est nalement un
isomorphisme G-loal de polyèdres entiers.
Nous érirons S(X )K en lieu et plae de S(X ×S Spf(K
◦)).
Il reste à vérier la ompatibilité ave les poids. Notons r : Xη → Xs et rK : Xη⊗̂kK →(
X ×S Spf(K
◦)
)
s
= Xs ⊗
ek
K˜ les appliations de rédution, qui s'insèrent dans le diagramme
ommutatif :
Xη⊗̂kK
rK //
pK

Xs ⊗
ek
K˜
p
eK

Xη r
// Xs.
Considérons un point ξ de S0(X ) et un élément t de TξS(X ), e dernier orrespondant à
un point singulier x˜ de Xs ontenu dans la omposante irrédutible de point générique r(ξ).
Étant donné un voisinage U de x˜ dans X et un morphisme étale p : U → S(a), a ∈ k◦,
on peut restreindre U de telle sorte que x˜ soit l'unique point de la bre p−1(p(x˜)) ; elle-i
est alors un κ(p(x˜)) = k˜-shéma ni et réduit (p est étale), de rang [κ(x˜) : k˜]. La bre de
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(p ⊗ 1) : U ⊗S Spf(K
◦) → S(a) ⊗S Spf(K
◦) au-dessus du point singulier est, de même, un
K˜-shéma ni et réduit ; puisqu'il s'identie à p−1(p(x))⊗
ek
K˜, il est de rang [κ(x˜) : k˜] et don
[κ(x˜) : k˜] =
∑
ex′∈p−1
eK
(ex)
[κ(x˜′) : K˜].
Cette dernière identité se réérit sous la forme
wξ(t) =
∑
ξ′∈p−1
K
(ξ)
∑
t′∈Tξ′S(X )K ,t
′→t
wξ′(t
′),
e qui établit que pK est un isomorphisme de polyèdres entiers pondérés (f. remarque 1.2.3,
2). 2
La notation iK que nous employons dans le lemme suivant a été dénie en 2.1.3 (Extension
des salaires). Rappelons que, pour tout point x de X, s(x) est le degré de transendane de
l'extension H˜(x)/k˜ ; x est dit de type (2) si et seulement si s(x) = 1.
Lemme 2.2.22.  Soit X une S-ourbe simplement semi-stable.
(i) Étant donné un sous-ensemble ni Σ ⊂ S(X ), il existe une extension non arhimédienne
K/k et un élatement admissible Y → X ×S Spf(K
◦) tels que Y soit une Spf(K◦)-ourbe
simplement semi-stable et iK(Σ) ⊂ S0(Y). L'extension K/k peut être hoisie nie (séparable)
si et seulement si tous les points de Σ sont de type (2).
(ii) Étant donné un ensemble ni Σ′ de points de type (2) ou (3) dans Xη, il existe une
extension nie (séparable) k′/k et un élatement admissible Y ′ → X ×S Spf(k
′◦) tels que Y ′
soit une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable et ik′(Σ
′) ⊂ S(Y ′).
Démonstration. Traitons d'abord le as X = S(a).
(i) On peut supposer que l'ensemble Σ est réduit à un point x.
Considérons une extension non arhimédienne K/k telle que |H(x′)×| = |K×|, où x′ est le
point de S(S(a))K orrespondant à x dans l'identiation anonique S(S(a))K = S(S(a)) ;
ette extension peut être hoisie si (et seulement si) x est de type (2).
Fixons b ∈ K× tel que |T0(x
′)| = |b| ; |a| ≤ |b| ≤ 1 et l'élatement sur S ×S Spf(K
◦) de
l'Idéal (T0, b)  inversible en dehors du point singulier de S(a)s  donne lieu à un morphisme
q : Z → S(a) ×S Spf(K
◦) tel que Z soit une Spf(K◦)-ourbe simplement semi-stable et
S0(Z) = S0(S(a)) ∪ {x
′}.
(ii) On peut de nouveau supposer Σ′ réduit à un point x. Si x ∈ S(S(a)), il n'y a rien
à démontrer ; sinon, le point x′ = τ(x) de S(S(a)) est tel que s(x′) = 1 et on vient de
prouver qu'il existe une extension nie k′/k telle que le point de S(S(a))k′ orrespondant à
x′ dans l'identiation anonique S(S(a))k′ = S(S(a)) appartienne à S0(S(a) ×S Spf(k
′◦)).
On est ainsi ramené au as d'un point x tel que τ(x) ∈ S0(S(a)). L'appliation de rédution
S(a)η → S(a)s envoie x sur un point lisse x˜ appartenant à la omposante irrédutible de
point générique r(τ(x)).
Le omplémentaire E de la omposante onnexe non bornée de S(a)η−{x} ⊂ A1k−{x} est
un disque fermé de point de Shilov x. Soit y un point dans E tel que l'extension κ(y)/k soit
nie, de polynme minimal f normalisé de telle sorte que |f(τ(x))| = 1 ; hoisissons également
b ∈ k× tel que |f(x)| > |b|. L'Idéal I sur S(a) tel que I
ex = fOS(a),ex + bOS(a),ex et I = OS(a)
sur S(a)s − {x˜} est admissible et son élatement q : Z → S(a) fournit une S-ourbe Z dont
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la bre spéiale est la somme amalgamée du diagramme
P1
ek
Spec(k˜)
0
OO
ex
// S(a)s,
qui devient simplement semi-stable après une extension nie k′/k et telle que S(Z×S Spf(k
′◦)
ontienne le sous-ensemble ik′(x).
Le as d'une ourbe simplement semi-stable quelonque se déduit diretement de e qui
préède. On peut en eet supposer que X est munie d'un morphisme étale p : X → S(a) ar
la question est loale sur Xη.
Étant donnée une extension non-arhimédienne (resp. une extension nie) K/k telle
qu'il existe un élatement admissible q : Z → S(a) ×S Spf(K
◦) satisfaisant à la ondition
iK(pη(Σ)) ⊂ S0(Z) (resp. iK(Σ) ⊂ S(Z)), l'élatement admissible q
′ : Y → X ×S Spf(K
◦)
déni par le diagramme artésien
Y
q′ //

X ×S Spf(K
◦)
p

Z q
// S(a)×S Spf(K
◦)
fournit une S-ourbe simplement semi-stable Y telle que iK(Σ) ⊂ S0(Y) (resp. iK(Σ) ⊂
S(Z ′)).
L'extension K/k peut être hoisie nie si tous les points de pη(Σ) sont de type (2), don si
tous les points de Σ sont de type (2).
Toutes les extensions nies peuvent être hoisies séparables. 2
La proposition suivante sera utilisée au hapitre 3 (f. théorème 3.2.10).
Proposition 2.2.23.  Soit Y un espae k-anoïde rig-lisse de dimension 1. Toute om-
posante onnexe Ω de Int(Y ) et la réunion d'une suite de domaines k-anoïdes telle que, pour
tout n :
- Vn ⊂ Vn+1 − ∂Vn+1 ;
- la frontière de haque omposante onnexe de Vn+1−Vn ne renontre Vn (resp. Vn+1) qu'en
un seul point.
Démonstration. Si l'on dispose d'une telle suite après une extension non arhimédienne
K/k, son image par la projetion anonique p : Y ⊗̂kK → Y satisfait aux onditions imposées
ar p(∂(V ⊗̂kK)) = ∂V pour tout domaine k-anoïde V ([3℄, proposition 3.1.3, (iv)). Nous
pouvons don supposer que Y est un domaine sritement k-anoïde, bre générique d'une
S-ourbe simplement semi-stable Y.
La omposante onnexe Ω de Y = Yη est l'image réiproque par l'appliation de rédution
r : Yη → Ys d'un sous-shéma fermé (réduit) Z de Ys, propre sur k˜ et onnexe. Les points
de ∂Ω sont en bijetion ave l'ensemble des points génériques des omposantes irrédutibles
anes de Ys renontrant Z.
L'intersetion Ω ∩ S(Y) est un ouvert de S(Y). Elle est vide si et seulement si Z est un
point fermé lisse de Ys et la onlusion est dans e as immédiate puisque Ω est la réunion
d'une suite roissante de domaines stritement k-anoïdes ayant un unique point de Shilov
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(orollaire 2.2.12). Si Ω ∩ S(Y) est non vide, il déoule immédiatement de la onstrution de
S(Y)) que
Ω = τ−1(Ω ∩ S(Y));
il ne reste alors plus qu'à dénir les domaines k-anoïdes désirés par :
Vn = τ
−1(Sn),
où (Sn) est une suite roissante de domaines polyédraux ompats de réunion S telle que, pour
tout n, les omposantes onnexes de Sn+1 − Sn soient des polytopes entiers de dimension 1.
2
2.2.4. Polygones de Newton généralisés
La notion lassique de polygone de Newton d'une série de Laurent à oeients dans k per-
met l'étude des fontions holomorphes sur les ouronnes {r ≤ |T1| ≤ R} ⊂ Gmk, 0 < r < R,
lesquelles sont essentiellement les bres génériques des S-ourbes S(a) (f. [Man℄, hapter 1,
par exemple). La onstrution du squelette d'une S-ourbe simplement semi-stable X fournit
le adre d'une généralisation évidente pour les éléments f de Γ(Xη,OXη ), ledit polygone de
Newton n'étant autre que le graphe de la fontion réelle log |f ||S(X ).
Proposition 2.2.24.  Soient X une S-ourbe simplement semi-stable, de bre générique
X = Xη, et f une setion globale de OX , inversible sur un ouvert dense de X.
(i) La restrition F de la fontion log |f | à S(X ) ⊂ X est ane par moreaux : F ∈
A0Z(S(X )).
(ii) Pour tout point x ∈ S(X ), log |f | ≤ F (x) sur τ−1X (x), ave égalité si et seulement si f
ne s'annule pas sur τ−1X (x) ; ainsi, la fontion F ◦ τX majore log |f | sur X, et il y a égalité si
et seulement si f ∈ Γ(X,OX )
×
.
(iii) Pour tout x ∈ S(X ) − ∂X, le oeient de δx dans dd
cF est le degré du diviseur
div(f)|τ−1X (x)
; la mesure induite par ddcF sur S(X )−∂X est don positive et F est harmonique
sur S(X )− ∂X si et seulement si f est inversible sur l'ouvert τ−1(S(X ) − ∂X) de X.
Démonstration. Observons tout d'abord que la fontion log |f | prend des valeurs nies sur
S(X ) ⊂ X : en eet, f étant génériquement inversible, elle ne peut s'annuler qu'en des points
x ∈ X tels que |κ(x) : k] < ∞ et la onlusion déoule de e que l'extension κ(x)/k est
transendante pour tout point x ∈ S(X ).
Le support du diviseur de f étant un fermé loalement ni de X, son image Σ par l'appli-
ation propre τX est un fermé loalement ni de S(X ) tel que s(x) = 1 pour tout x ∈ Σ ;
il existe alors, par appliation du lemme 2.2.22, une extension nie k′/k et un élatement
admissible q : Y → X ×S Spf(k
′◦) tel que Y soit une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable
et q−1(Σ) ⊂ S0(Y). Posons S
′ = Spf(k′◦) ; le morphisme anonique p : Xη ⊗k k
′ → Xη induit
un isomorphisme G-loal entre les poyèdres entiers pondérés S(X ×S S
′) et S(X ) (proposition
2.2.21) et
ddcF = p∗dd
cp∗F
(remarque 1.2.8, 4). Il est don susant de démontrer la proposition pour p∗f ∈ Γ(X ⊗k
k′,OX⊗kk′), e qui permet de supposer que Σ est ontenu dans S0(X ) ou, de manière équiva-
lente, que l'image du support de div(f) par l'appliation de rédution X → Xs est disjointe
du lieu singulier Sing(Xs) de Xs.
Soit, pour tout point x˜ ∈ Sing(Xs), U
ex un voisinage ouvert onnexe de x˜ dans
Xs − r(|div(f)|) tel que U − {x˜} soit lisse ; f étant inversible sur haun des domaines
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k-anoïdes r−1(U
ex), F|S(X )∩r−1(U) ∈ Λk(X|U) d'après le lemme 2.2.22 et le point (i) est
démontré.
Pour tout x ∈ S(X ), τ−1X (x) est un domaine k-anoïde dont x est l'unique point de Shilov.
La restrition de f à τ−1X (x) atteint son maximum au point x, d'où l'inégalité log |f | ≤
log |f(x)| = F (x) sur τ−1X (x) ; appliquant le même raisonnement à f
−1
, on obtient l'égalité
log |f | = F (x) si f est inversible sur τ−1X (x). Réiproquement, puisque f ne peut s'annuler
aux points de S(X ), |div(f)| ∩ τ−1X (x) = ∅ si log |f | = F (x) sur τ
−1
X (x) et fτ−1X (x)
est alors
inversible ; le point (ii) est démontré.
Étant donnés un point ξ ∈ S0(X ) et α ∈ k
×
tel que |α| = |f(ξ)|, α−1f est inversible au
voisinage de ξ dans X et don induit une fontion méromorphe régulière f˜ ξ sur la omposante
irrédutible Z[ξ] de Xs de point générique r(ξ). Elle est indépendante du hoix de α et son
diviseur des ples est loalisé dans Sing(Xs) puisque |f | ≤ |α| sur τX (ξ). Quel que soit l'élément
t de TξS(X ) orrespondant à un point singulier x˜ de Xs ontenu dans Z[ξ],
λξ,t(F ) = −ord
ex(f˜
ξ)
(lemme 2.2.25 i-dessous) et, vu la dénition du poids dont est muni S(X ) (2.2.3),
ddcF =
∑
ξ∈S0(X )
( ∑
t∈TξS(X )
λξ,t(F )wξ(t)
)
δξ
=
∑
ξ∈S0(X )
( ∑
ex∈Xs∩Z[ξ]
(−ord
ex(f˜
ξ))[κ(x˜) : k˜]
)
δξ.
Le oeient de −δξ dans dd
cF est don le degré de la omposante du diviseur de f˜ ξ ontenue
dans Sing(Xs). La k˜-ourbe Z[ξ] est propre si et seulement si ξ ∈ S0(X ) − ∂X ; par suite,
pour tout point ξ ∈ S0(X ) − ∂X, le oeient de δξ dans dd
cF n'est autre que le degré
de la omposante du diviseur de f˜ ξ ontenu dans Xs − Sing(Xs). C'est également le degré
de la omposante de div(f) ontenu dans le domaine k-anoïde τ−1X (x). En eet, si Z[ξ]
′
est l'ouvert Z[ξ] − (Sing(Xs) ∩ Z[ξ]) (remarquer que Z[ξ] renontre les autres omposantes
irrédutibles de Xs en des points singuliers de Xs) et si α ∈ k
×
est hoisi tel que |α| = |f(ξ)|,
α−1f appartient à la sous-k◦-algèbre Γ(Z[ξ]′,OX ) de Γ(Z[ξ]
′,OX ) ⊗k◦ k (proposition 2.1.1)
et le sous-shéma fermé V (α−1f) de X|Z[ξ]′ est l'adhérene de div(f) ∩ τ
−1
X (ξ) dans X ; 'est
don un S-shéma ni et plat, d'où déoule l'identité
deg
(
div(f) ∩ τ−1X (ξ)
)
= deg(div(f˜ ξ) ∩ Z[ξ]′).
Cela garantit la positivité de ddcF sur S(X )−∂X et établit l'équivalene entre l'inversibilité
de f sur τ−1X (S(X ) − ∂X) et l'harmoniité de F sur S(X )− ∂X. 2
Lemme 2.2.25.  Soient X une S-ourbe simplement semi-stable onnexe dont la bre
spéiale possède un unique point singulier x˜, X = Xη sa bre générique et f un élément de
Γ(X,OX )
×
; notons F la restrition à S(X ) ⊂ X de la fontion log |f |.
Soient ξ un point dans S0(X ) = ∂S(X ) et Z[ξ] la omposante irrédutible de Xs orrespon-
dante ; étant donné α ∈ k× tel que |f(ξ)| = |α|, α−1f est inversible au voisinage de ξ dans X
et induit une fontion méromorphe régulière f˜ ξ sur Z[ξ], indépendante du hoix de α.
La fontion F appartient à Λk(X ) et
λξ(F ) = −ord
ex(f˜
ξ).
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Démonstration. Quitte à restreindre U , on peut supposer qu'il existe un morphisme étale
surjetif p : X → S(a), a ∈ k◦ − {0}, induisant un isomorphisme entre S(X ) et S(S(a)) =
Spf(k◦{T0, T1}/(T0T1 − a)) ; on peut également supposer que p
∗T0 est une équation de Z[ξ]
dans X , auquel as p∗T−11 est un paramètre loal en x˜ sur Z[ξ]. L'élément F de Λk(X ) =
log |k×| ⊕ Z log |p∗T1| s'érit
F = log |f |(ξ) + n log |p∗T1|
et, si α ∈ k× est hoisi tel que |α| = |f(ξ)|, la setion α−1fp∗T−n1 de O
×
X est de module
onstant égal à 1 sur X et appartient don à Γ(X ,OX )
×
(proposition 2.1.1). Il en déoule
en partiulier l'appartenane de α−1f à p∗T n1 O
×
Z[ξ] et don, p
∗T−11 dénissant un paramètre
loal en x˜ sur Z[ξ], l'égalité
λξ(F ) = n = −ord
ex(f˜
ξ).
2
2.2.5. Morphismes entre S-ourbes semi-stables.
Le ouple (S(X ), τX ) assoié à une S-ourbe simplement semi-stable dépend (en général)
du S-shéma formel X et non pas seulement de l'espae k-analytique Xη ; la situation est
toutefois assez faile à analyser.
Proposition 2.2.26.  Soient X une S-ourbe simplement semi-stable et q : Y → X un
élatement admissible tel que Y soit une S-ourbe simplement semi-stable.
(i) L'isomorphisme q−1η de Xη sur Yη identie S(X ) à un domaine polyédral dans S(Y).
(ii) L'appliation S(q) = τX ◦ qη |S(Y) est une rétration de S(Y) sur S(X ) s'insérant dans
le diagramme ommutatif
Yη
τY //
qη

S(Y)
S(q)

Xη τX
// S(X ).
(iii) Soit V une omposante onnexe de S(Y)− S(X ) ; son adhérene V dans S(Y) est un
polyèdre entier ompat dont la frontière V ∩ S(X ) est réduite à un point.
(iv) Quelle que soit la fontion Φ ∈ A0(S(X )), S(q)∗Φ ∈ A0(S(Y)) et
ddcΦ = S(q)∗(dd
cS(q)∗Φ).
Démonstration. Les espaes k-analytiques Yη et Xη sont identiés via l'isomorphisme qη.
(i) Le sous-ensemble Σ = S0(Y) ∩ S(X ) de S(X ) ontient S0(X ) (ar qs est dominant) et
est onstitué de points x tels que |κ(x)×| = |k×| ; il existe par onséquent un élatement
admissible p : Z → X tel que Z soit une S-ourbe simplement semi-stable, S(Z) = S(X ) et
S0(Z) = Σ ; la proposition 2.1.15 implique alors la fatorisation du morphisme q à travers p :
Y
q
  @
@@
@@
@@
@
u

Z p
// X ,
u étant un élatement admissible induisant un isomorphisme au-dessus d'un voisinage ouvert
de Sing(Zs)  ar auune omposante irrédutible de Ys ne renontre u
−1(Sing(Zs))  et
identiant Zs à son transformé strit dans Ys. Il est maintenant évident que S(X ) = S(Z) est
un domaine polyédral dans S(Y) : ayant hoisi, pour tout point y˜ ∈ Sing(Ys), un voisinage
ouvert onnexe U
ey tel que Uey−{y˜} soit lisse, S(Y) est obtenu en reollant à S0(Y) les polytopes
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entiers S(Y|U
ey
), y˜ ∈ Sing(Ys), tandis que S(Z) est obtenu en reollant à S0(Z) ⊂ S0(Y) les
polytopes entiers S(Y|U
ey
), y˜ ∈ Sing(Zs) ⊂ Sing(Ys).
(ii) Soit Z ′ le shéma formel induit par Z sur l'ouvert Z ′s = Zs−Sing(Zs) ; 'est une S-ourbe
lisse de squelette S0(Z) et dont la bre générique ontient S(Y)−S(Z). L'appliation τX envoie
haune des omposantes onnexes de Z ′η ⊂ Xη sur le point de S0(Z) qu'elle ontient et elle
rétrate le polyèdre S(Y) sur le domaine polyédral S(Z) ; la ommutativité du diagramme
Yη
τY

uη // Zη
pη //
τZ

Xη
τX

S(Y) uη
// S(Z) S(X )
est évidente.
(iii) Les bres du morphisme u sont onnexes puisqu'il s'agit de l'élatement d'un Idéal (ad-
missible) sur Z inversible en dehors d'un fermé ontenu dans le lieu lisse Z ′. Soit Z ′′ la réunion
des omposantes onnexes de Z ′s qui renontrent Sing(Ys). Comme on peut le onstater sur la
desription du domaine polyédral S(Z) ⊂ S(Y) donnée en (i), l'adhérene de S(Y)−S(Z) dans
S(Y) s'identie anoniquement au squelette de la S-ourbe simplement semi-stable u−1(Z ′′),
dont les omposantes onnexes sont en bijetion ave l'ensemble des points génériques de Z ′′s ;
il en déoule que haque omposante onnexe de S(Y)− S(Z) est adhérente à un et un seul
point dans S0(Z
′′) ⊂ S0(Z), qui n'est autre que son image par la rétration τX .
(iv) Quels que soient le point x ∈ S(X ) et l'élément t ∈ TxS(Y), orrespondant à un germe
de omposante onnexe c de S(Y) en x,
λx,t(Φ) =
{
0 si c est ontenue dans S(Y)− S(X );
λx,t(Φ) si c est ontenue dans S(X );
l'égalité
ddcΦ = S(q)∗(dd
cS(q)∗Φ)
en déoule immédiatement. 2
Proposition 2.2.27.  Soient X , Y deux S-ourbes simplement semi-stables et f : Xη →
Yη un morphisme quasi-ni. Il existe une extension nie séparable k
′/k et un élatement
admissible q : X ′ → X ×S S
′
, S′ = Spf(k′◦), tels que
(i) X ′ soit une S-ourbe simplement semi-stable et le morphisme f ′ = f ⊗ 1 : Xη ⊗k k
′ →
Yη ⊗k k
′
se prolonge en un Spf(S′)-morphisme f ′ : X ′ → Y ′, où Y ′ = Y ×S Spf(S
′)
(ii) l'appliation S(f ′) = τY ′ ◦ f|S(X ′) de S(X
′) dans S(Y ′) soit un morphisme de polyèdres
entiers,
(iii) le diagramme
X ′η
τ ′X //
f

S(X ′)
S(f ′)

Y ′η τY′
// S(Y ′)
soit ommutatif.
49
Dans es onditions :
(iv) pour tout point x ∈ S(X ′)− ∂X ′η et toute fontion Φ ∈ A
0(S(Y ′)),∫
{x}
ddcS(f ′)∗Φ = (degx f
′)
∫
{f ′(x)}
ddcΦ.
Démonstration.
(i) Tous les points du sous-ensemble Σ = f−1(S0(Y)) de Xη sont de type (2) (ar f est quasi-
ni) et, par appliation du lemme 2.2.22, il existe une extension nie k′/k et un élatement
admissible q : X ′ → X ×S S
′
, ave S′ = Spf(k′◦), tels que X ′ soit une S-ourbe simplement
semi-stable et p−1k′ (Σ) ⊂ S0(X
′). Sous es onditions, la proposition 2.1.15 montre que le
morphisme f ′ = f ⊗ 1 : X ′η = Xη ⊗k k
′ → Yη ⊗k k
′
se prolonge en un S′-morphisme f : X ′ →
Y ′ = Y ×S S
′
.
Nous notons dorénavant X , Y, f et f en lieu et plae de X ′, Y ′, f ′ et f ′ respetivement.
(ii) Considérons deux points x ∈ Sing(Xs), y ∈ Sing(Ys) tels que f(x) = y et soient U ⊂ Xs,
V ⊂ Ys des voisinages ouverts anes onnexes de x, y respetivement tels que U − {x} et
V − {y} soient lisses. Par onstrution des polyèdres entiers S(X ) et S(Y),
S(X ) ∩
(
X|U
)
η
= S(X|U ) et S(Y) ∩
(
Y|V
)
η
= S(Y|V )
sont des polytopes entiers, de groupes struturaux Λ(X|U ) et Λ(Y|V ) respetivement. Il nous
faut nous assurer que, pour toute fontion ϕ ∈ Λ(Y|V ), la fontion S(f)
∗ϕ sur S(X|U ) appar-
tient à Λ(X|U ) ; ei est ontenu dans la formule
S(f)∗ϕ = Λ(f)(ϕ),
où Λ(f) est l'homomorphisme de Λ(Y|V ) dans Λ(X|U) induit par le morphisme f : X|U → Y|V
(2.1.1). La vériation en est faile :
 il n'y a rien à dire si ϕ est onstante ;
 si la fontion ϕ appartient au sous-groupe Λk(Y|V ) de Λ(Y|V ), elle est de la forme− log |u|,
u ∈
(
Γ(Y|V ,OY )⊗k◦ k
)×
, et alors
S(f)∗ϕ =
(
f∗τ∗Yϕ
)
|S(X )
=
(
f∗ log |u|
)
|S(X )
= log |f∗u||S(X )
= Λ(f)(ϕ).
(iii) L'appliation S(f) : S(X ) → S(Y) étant par dénition la omposée τY ◦ f|S(X ), le dia-
gramme
Xη
τX //
f

S(X )
S(f)

Yη τY
// S(Y)
est ommutatif si et seulement si l'appliation τY ◦f est onstante sur les bres de la rétration
τX .
 Soit Ω l'ouvert Ys − Sing(Ys) ; la rétration τY étant loalement onstante sur
(
Y|Ω
)
η
et
à valeurs dans S0(Y), τY ◦ f est onstantes sur les bres de τY au-dessus de S
(
Y|f−1(Ω)
)
puisque es dernières sont onnexes.
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 Soient y un point dans Sing(Ys) et V un voisinage ane onnexe de y dans Ys tel que
V − {y} soit lisse. Étant donnée une fontion ϕ ∈ Λ(Y|V ), la fontion f
∗ϕ = Λ(f)(ϕ)
appartient à Λ(X|f−1(V )) ; elle est don onstante sur les bres de τX . Comme
f∗ϕ = (τY ◦ f)
∗ϕ|S(Y)
et que les éléments de Λ(Y|V ) séparent les points de S(Y|V ), ela établit que l'appliation
τY ◦ f est onstante sur les bres de τX au-dessus de S
(
X|f−1(V )
)
.
(iv) Traitons tout d'abord le as d'un point x ∈ S(X ) appartenant à S0(X ).
Quitte à eetuer un élatement admissible sur Y, on peut supposer que le point y ap-
partient à S0(Y). Notons Cx (resp. Cy) la omposante irrédutible de Xs (resp. Ys) de point
générique rX (x) (resp. rY(y)).
Le morphisme f
s
: Xs → Ys induit un morphisme quasi-ni et dominant de Cx dans Cy et
l'homomorphisme orrespondant κ(rY(y)) → κ(rX (x)) entre les orps de fontions oïnide
ave elui provenant de l'homomorphisme H(y) → H(x), déni par f , via les identiations
anoniques
H˜(x) = κ(rX (x)), H˜(y) = κ(rY (y))
(proposition 2.1.2, (iii)). L'hypothèse x /∈ ∂Xη est équivalente à la propreté de la k˜-ourbe
algébrique Cx ; il en est alors de même pour la ourbe Cy et le morphisme induit par fs de
Cx dans Cy est ni, de degré
[H˜(x) : H˜(y)] = [H(x) : H(y)] = degx f
(l'extension H(x)/H(y) est non ramiée puisque, les S-ourbes X , Y étant simplement semi-
stables, |H(y)×| = |k×| = |H(x)×|).
Soit p un point singulier de Ys appartenant à Cy ; à p orrespond un sous-polytope entier
P de S(Y) tel que y ∈ ∂P et on note t la fontion ane positive sur P qui s'annule en x et
engendre le groupe abélien Λ(P )/R. Notons ep′(f) l'indie de ramidation de f en un point
fermé p′ de Cx.
Nous avons d'une part
ep′(f) = 1
pour tout point fermé ξ′ ∈ Cx ∩ (Xs − Sing(Xs)) : il passe en eet néessairement deux
omposantes irrédutibles distintes de Xs par tout point de Cx au-dessus d'un point de
Cy ∩ Sing(Ys).
D'autre part, la dénition de la struture entière sur S(X ) est telle que
λx,p′(S(f)
∗t) = ep′(f)
pour tout point p′ ∈ Cx ∩ Sing(Xs).
Nous en déduisons :∫
{x}
ddcS(f)∗t =
∑
p′∈Cx∩Sing(Xs)
λx,p′(S(f)
∗t)[κ(p′) : k˜]
=
∑
p′∈Cx∩Sing(Xs)
ep′(f)[κ(p
′) : κ(p)][κ(ξ) : k˜]
= (deg (f
|Cx
))[κ(p) : k˜]
= (degx f)
∫
{y}
ddct
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et l'égalité ∫
{x}
ddcS(f)∗Φ = (degx f)
∫
{f(x)}
ddcΦ
pour toute fontion Φ ∈ A0(S(Y)) s'en déduit immédiatement par linéarité.
Le as général se déduit du préédent en appliquant la proposition 2.2.21 et le lemme 2.2.22.
2
2.3. Fontions harmoniques
2.3.1. L'espae H(X ).
Étant donnée une S-ourbe X , le bord de l'espae k-analytique Xη (2.1.2) est le sous-
ensemble ∂Xη de S0(X ) formé des points au-dessus des points génériques des omposantes
irrédutibles anes de Xs.
Définition 2.3.1.  Soit X une S-ourbe simplement semi-stable ; le sous-espae vetoriel
τ∗XH(S(X ), ∂Xη)
de C0(|Xη|,R) est noté H(X ).
Nous nous restreindrons, dans e qui suit, à la onsidération de S-ourbes simplement
simplement semi-stables X qui sont quasi-ompates ; ette hypothèse équivaut à la ompaité
de l'espae topologique |Xη |.
Proposition 2.3.2
(i) Lorsque la k˜-ourbe Xs est propre, H(X ) est l'espae des fontions réelles loalement
onstantes sur Xη.
(ii) Lorsque ∂Xη renontre haque omposante onnexe de |Xη|, l'appliation de restrition
H(X )→ Hom(∂Xη,R)
est bijetive.
Démonstration.
(i) Si la k˜-ourbe Xs est propre, l'ensemble ∂Xη est vide ; l'assertion déoule don du orollaire
1.2.11.
(ii) Si l'ensemble ∂Xη renontre haune des omposantes onnexes de |Xη |, il renontre éga-
lement haque omposante onnexe de S(X ) (remarque 2.2.19,3) et l'assertion déoule de la
proposition 1.2.15. 2
Comme annoné en introdution de e hapitre, nous allons établir le résultat suivant.
Proposition 2.3.3.  Soient X , X ′ deux S-ourbes simplement semi-stables et f : X ′η →
Xη un morphisme quasi-ni. L'appliation R-linéaire f∗ : C0(|Xη|,R)→ C0(|X ′η |,R) envoie le
sous-espae H(X ) dans le sous-espae H(X ′).
Démonstration. Vu la proposition 2.2.26, le résultat s'obtient en ombinant les trois lemmes
suivants. 2
Lemme 2.3.4.  Soient X une S-ourbe simplement semi-stable et q : Y → X un élate-
ment admissible tel que Y soit une S-ourbe simplement simplement semi-stable ; l'isomor-
phisme q∗η : C
0(|Xη |,R)
∼
−→ C0(|Yη |,R) identie les sous-espaes H(X ) et H(Y).
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Démonstration. L'isomorphisme qη identie ∂Yη et ∂Xη.
D'après la proposition 2.2.26, le polyèdre entier S(X ) s'identie à un domaine polyédral
dans le polyèdre entier S(Y) tel que, posant S(q) = τX ◦ qη|S(Y), le diagramme
Yη
τY //
qη

S(Y)
S(q)

Xη τX
// S(X )
soit ommutatif, haque omposante onnexe de S(Y)− S(X ) ne renontre S(X ) qu'en un
seul point et l'appliation S(q) soit la rétration envoyant haune de es omposantes sur le
point orrespondant de S(X ).
Les espaes k-analytiques Yη et Xη sont identiés via l'isomorphisme qη ; on déduit du
diagramme ommutatif préédent que, pour toute fontion F sur S(X ), la fontion f = F ◦τX
sur Xη = Yη se fatorise par τX sous la forme :
f = (F ◦ S(q)) ◦ τY .
L'appliation linéaire
S(q)∗ : A0(S(X ))→ A0(S(Y))
induisant un isomorphisme de H(S(X ), ∂Xη) sur H(S(Y), ∂Yη) (proposition 1.2.20), il en
résulte que l'isomorphisme anonique de C0(|Xη|,R) sur C0(|Yη|,R) envoie le sous-espae
H(X ) dans H(Y) et induit un isomorphisme de l'un sur l'autre. 2
Lemme 2.3.5.  Soient X une S-ourbe simplement semi-stable (quasi-ompate) et K/k
une extension non-arhimédienne ; une fontion h ∈ C0(|Xη |,R) appartient au sous-espae
H(X ) si et seulement si la fontion p∗Kh appartient au sous-espae H(X ×S Spf(K
◦)).
Démonstration. Le morphisme anonique pK : Xη⊗̂kK → Xη induit un isomorphisme
G-loal surjetif S(X )K → S(X ) de polyèdres entiers pondérés (proposition 2.2.21) et, les
omposantes irrédutibles anes de la K˜-ourbe Xs ⊗
ek
K˜ étant les images réiproques des
omposantes irrédutibles anes de Xs, ∂(Xη⊗̂kK) = p
−1
K (∂Xη)) ∩ S0(X ×S Spf(K
◦)). Cei
implique, pour tout fontion Φ ∈ A0(S(X )), que la fontion p∗KΦ appartient à A
0(S(X )K) et
que le support de la mesure ddcΦ = (pK)∗dd
cp∗KΦ est ontenu dans ∂Xη si et seulement si
elui de la mesure ddcp∗KΦ est ontenu dans ∂(Xη⊗̂kK). 2
Lemme 2.3.6.  Soient X , Y deux S-ourbes simplement semi-stables et f : Yη → Xη un
morphisme quasi-ni ; l'homomorphisme f∗ : C0(|Yη|,R)→ C0(|Xη|,R) envoie le sous-espae
H(Y) dans H(X ).
Démonstration. Appliquant la proposition 2.2.27 et les deux lemmes préédents, on peut
supposer que f induit un morphisme de Y dans X . On a alors un diagramme ommutatif
Xη
τX //
f

S(X )
S(f)

Yη τY
// S(Y),
où S(f) = τY ◦ f est un morphisme de polyèdres entiers.
Étant donnée une fontion H dans H(S(Y), ∂Yη),
f∗(H ◦ τY) = S(f)
∗H ◦ τX
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et S(f)∗H ∈ A0(S(X )). Il reste à vérier que la fontion S(f)∗H est harmonique sur S(X )−
∂Xη. C'est une onséquene direte du point (iv) de la proposition 2.2.27 : f(x) /∈ ∂Yη pour
tout point x ∈ S(X )− ∂Xη et∫
{x}
ddcS(f)∗H = (degx f)
∫
{f(x)}
ddcH = 0.
2
Si X est un espae stritement k-anoïde et ϕ : X →˜ Xη est un isomorphisme de X sur la
bre générique d'une S-ourbe simplement semi-stable X , le sous-espae vetoriel réel ϕ∗H(X )
de C0(|X|,R) ne dépend pas du hoix de X et de ϕ ; il est noté H(X).
De manière générale, étant donnés un espae k-analytique X et une lture algébrique ka de
k, le groupe de Galois G de la fermeture séparable ksep de k dans ka opère par automorphismes
sur l'espae k̂a-analytique X⊗̂kk̂a. On dispose d'un morphisme G-équivariant anonique
p : X⊗̂kk̂a → X
d'espaes analytiques et l'appliation ontinue sous-jaente est un quotient de |X⊗̂kk̂a| par
l'ation de G dans la atégorie des espaes topologiques : 'est en eet un quotient dans la
atégorie des ensembles d'après le orollaire 1.3.6 de [3℄ et l'appliation ontinue p est ouverte.
Proposition 2.3.7.  Quelles que soient la S-ourbe simplement semi-stable X et l'ex-
tension nie galoisienne k′/k, l'ation du groupe G = Gal(k′/k) sur C0(|Xη⊗k k
′|,R) stabilise
le sous-espae H(Xη) et l'isomorphisme anonique
C0(|Xη|,R)→ C
0(|Xη ⊗k k
′|,R)G
induit un isomorphisme de H(Xη) sur H(Xη ⊗k k
′)G.
Démonstration. On peut supposer Xη onnexe.
Si Xη est propre, H(Xη) (resp. H(Xη ⊗k k
′)) est l'espae des fontions onstantes sur Xη
(resp. loalement onstantes sur Xη ⊗k k
′
) (proposition 2.3.2, 1) et l'assertion est évidente.
Si Xη n'est pas propre, alors il en est de même pour haque omposante onnexe de Xη⊗k k
′
et, d'après la proposition 2.3.2,2, les restritions
H(Xη)→ Hom(∂Xη ,R)
et
H(Xη ⊗k k
′)→ Hom(∂(Xη ⊗k k
′,R)
sont bijetives. L'assertion résulte ainsi de l'identité ∂Xη = ∂(Xη ⊗k k
′)G. 2
2.3.2. Le théorème de rédution semi-stable.
C'est ii qu'intervient le théorème de rédution semi-stable.
Théorème 2.3.8.  Soit X un espae stritement k-anoïde purement de dimension 1
et rig-lisse ; il existe une extension nie séparable k′ de k telle que le domaine k′-anoïde
X ⊗k k
′
soit isomorphe à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable.
Démonstration. Il existe une extension nie séparable k1 de k et une ourbe algébrique C
propre et lisse sur k1 telles que X ⊗k k1 soit isomorphe à un domaine anoïde de C ([31℄,
theorem 1). Appliquant le théorème de rédution semi-stable sous la forme rigide-analytique
établie par S. Bosh et W. Lütkebohmert dans [9℄, il existe une extension nie séparable k′
de k1 telle que C ⊗k1 k
′
soit isomorphe à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe C dont la
bre spéiale est simplement semi-stable ; 'est automatiquement une S-ourbe semi-stable
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(remarque 2.2.9, 3). En hoisissant onvenablement k′, on peut en outre supposer que tout
point x du bord de X ⊗k k
′
satisfait à la ondition |κ(x)×| = |k′×|.
Envisageons X ′ = X ⊗k k
′
omme un domaine stritement k′-anoïde de Cη et soit q :
C′ → C un élatement admissible tel que C′ soit une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable,
ave ∂X ′ ⊂ S0(C
′) (lemme 2.2.22). L'image de X ′ par l'appliation de rédution C′η → Cs
est un ouvert U et X ′ est isomorphe à la bre générique de la Spf(k′◦)-ourbe simplement
semi-stable X = C′|U . 2
Soient X un espae stritement k-anoïde purement de dimension 1 rig-lisse et k′, k′′ deux
extensions nies galoisiennes de k telles que X ⊗k k
′
et X ⊗k k
′′
soient isomorphes aux bres
génériques de ourbes stritement semi-stables ; étant donnée une extension nie galoisienne
K de k oiant k′ et k′′, la proposition 2.3.7 implique l'identité des espaes H(X ⊗k k
′) et
H(X ⊗k K)
Gal(K/k′)
(resp. H(X ⊗k k
′′) et H(X ⊗k K)
Gal(K/k′′)
), d'où déoule l'égalité
H(X ⊗k k
′)Gal(k
′/k) = H(X ⊗k K)
Gal(K/k) = H(X ⊗k k
′′)Gal(k
′′/k).
Le théorème préédent permet ainsi de dénir, pour tout espae stritement k-anoïde X
purement de dimension 1 et rig-lisse, un sous-espae vetoriel H(X) de C0(|X|,R) : H(X) =
H(X⊗k k
′)Gal(k
′/k) ⊂ C0(|X|,R), k′ étant une extension nie galoisienne de k telle que X⊗kk′
soit isomorphe à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable.
Désignant par C la atégorie dont les objets sont les espaes stritement k-anoïdes, pure-
ment de dimension 1 et rig-lisses, et les morphismes les immersions anoïdes, il déoule de la
proposition 2.3.3 que l'on vient ainsi de dénir un fonteur H sur Cop à valeurs dans VectR.
Nous aurons besoin des deux résultats suivants.
Lemme 2.3.9.  Pour tout espae stritement k-anoïde Y rig-lisse et purement de di-
mension 1, l'appliation de restrition
C0(|Y |,R)→ Hom(Γ(Y ),R)
induit un isomorphisme du sous-espae H(Y ) sur Hom(Γ(Y ),R).
Démonstration. Soit k′ une extension galoisienne nie de k telle que l'espae stritement
k′-anoïde Y ⊗kk
′
soit isomorphe à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-
stable Y. La projetion anonique p : Y ⊗k k
′ → Y induit une bijetion de Γ(Y ⊗k k
′)Gal(k
′/k)
sur Γ(Y ) et l'appliation de restrition
C0(|Y |,R)→ Hom(Γ(Y ),R)
oïnide ave l'appliation induite par la restrition
C0(|Y ⊗k k
′|,R)→ Hom(Γ(Y ⊗k k
′),R)
entre les sous-espaes des invariants sous Gal(k′/k) ; puisque H(Y ) = H(Y ⊗k k
′)Gal(k
′/k)
, la
onlusion déoule de la proposition 2.3.2. 2
Lemme 2.3.10.  Soient Y un espae stritement k-anoïde onnexe, de dimension 1 et
rig-lisse, et (hn) une suite roissante de fontions appartenant à H(Y ). L'alternative suivante
est vraie :
 soit la suite (hn) onverge, uniformément sur Y , vers une fontion h ∈ H(Y ),
 soit la suite (hn) onverge, loalement uniformément sur Y − Γ(Y ), vers ∞.
Démonstration. Soient k′ une extension nie galoisienne de k telle que Y ′ = Y ⊗k k
′
soit
isomorphe à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe simplement nodale Y′ et p : Y ′ → Y la
projetion anonique. Si l'assertion est démontrée pour la suite (p∗hn) dans H(Y
′), elle l'est
également pour la suite (hn) : en eet, puisque H(Y ) = H(Y
′)Gal(k
′/k)
, il sut de s'assurer
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que la fontion limite h ∈ H(Y ′) du premier as de l'alternative est invariante sous Gal(k′/k) ;
utilisant l'isomorphisme Gal(k′/k)-équivariant de restrition
H(Y ′)→ Hom(Γ(Y ′),R),
ela déoule de l'identité entre Γ(Y ) et Γ(Y ′)Gal(k
′/k)
.
Vu la dénition de l'espae H(Y ′) = H(Y ′) (dénition 2.3.1), le résultat pour une suite
roissante dans H(Y ′) s'obtient par appliation de la proposition 1.2.12. 2
2.3.3. Le faiseau HX .
Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse. Le fonteur H : Cop → VectR donne
naturellement naissane à un préfaiseau HX sur le site rigide XR de X (2.1.1) : étant donné
un objet V de XR, les domaines stritement k-anoïdes de X ontenus dans V forment un
système indutif ltrant I(V ) (les morphismes sont les inlusions) et l'on pose
HX(V ) = lim←−I(V )H.
Remarque 2.3.11
1. Pour tout domaine stritement k-anoïde Y dans X, l'homomorphisme anonique
HX(Y )→ H(Y ) est un isomorphisme.
2. Le préfaiseau HX sur le site XR n'est lairement pas un faiseau. Il sut en eet de
onsidérer, sur X = P1k = A
1
k ∪ {∞}, le reouvrement ni par les domaines stritement
k-anoïdes Y1 = {|T1 ≤ r}, Y2 = {r ≤ |T1| ≤ r
−1} et Y3 = {|T1| ≥ r
−1}  r étant un
élément de ]0, 1[∩|k×|  et la fontion ontinue h sur X telle que
 h|Y1 = 0 ;
 h|Y2 = log |T1| − log(r) ;
 h|Y3 = −2 log(r).
Chaune des fontions h|Yi appartient à H(Yi), i ∈ {1, 2, 3}, mais la fontion h n'ap-
partient ertainement pas à HX(X) : si tel était en eet le as, la restrition de h au
domaine stritement k-anoïde Y = {|T1| ≤ r
−1} de X devrait appartenir à H(Y ),
don, en vertu de la proposition 2.3.2, 1, être onstante puisque Γ(Y ) est réduit à un
point (assoié à la semi-norme
k[T1]→ R≥0,
∑
n≥0
anT
n
1 7→ max
n≥0
(|an|r
−n).
Nous nous intéresserons au faiseau assoié à e préfaiseau dans le prohain hapitre
(f. 3.2.1).
Tout ouvert Ω de X admet un reouvrement loalement ni par des domaines stritement
k-anoïdes : 'est don un objet de XR et tout reouvrement ouvert de Ω est une famille
ouvrante dans XR. Notant |X| le site assoié à l'espae topologique |X|, la remarque pré-
édente montre que l'on dispose d'un morphisme de sites anonique ι : XR → |X|. À tout
préfaiseau (resp. faiseau) F sur XR est don assoié le préfaiseau (resp. faiseau) ι∗F sur
l'espae topologique |X|.
Définition 2.3.12.  Étant donnée une ourbe simplement k-analytique lisse X, le pré-
faiseau ι∗HX sur l'espae topologique |X| sous-jaent à X se note HX .
Le préfaiseau Y 7→ C0(Y,R) sur le site XR étant un faiseau (remarque 2.1.7), HX est
un sous-préfaiseau du faiseau CX des germes de fontions réelles (ontinues) sur |X|. Les
éléments de HX(X) sont les fontions (réelles) ontinues sur |X| dont la restrition à tout
domaine stritement k-anoïde Y de X appartient au sous-espae H(Y ) de C0(|Y |,R).
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Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse et désignons momentanément par HX le
faiseau sur |X| assoié au préfaiseau HX ; nous allons maintenant vérier l'identité HX =
HX , établissant ainsi que HX est un faiseau.
Proposition 2.3.13.  Les setions du faiseau HX satisfont au prinipe du maximum :
quel que soit l'ouvert Ω de X, une fontion h ∈ Γ(Ω,HX) admet un extremum loal en un
point x de Ω si et seulement si elle est onstante au voisinage de x.
Démonstration. Il existe par hypothèse un voisinage stritement k-anoïde Y de x tel que
h|Y ∈ H(Y ). Soit k
′
une extension nie galoisienne de k telle que Y ⊗k k
′
soit isomorphe
à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable Y ; h ⊗ 1 = H ◦ τY ave
H ∈ H(S(Y),Γ(Yη)) et, le morphisme anonique d'espaes analytiques p : Y ⊗k k
′ → Y
étant ouvert, il sut de vérier que h ⊗ 1 est loalement onstante en un point y de p−1(x).
Si y /∈ S(Y), h ⊗ 1 est loalement onstante au voisinage de y ; sinon, H a un extremum
loal sur S(Y) − Γ(Yη) en y, don est loalement onstante en e point en vertu du prinipe
du maximum sur les polyèdres entiers (proposition 1.2.9) et il en va de même de h ⊗ 1 par
ontinuité de τY . 2
Soit Y un domaine stritement k-anoïde dans X ; vu la dénition du préfaiseau HX , on
dispose d'une appliation R-linéaire anonique de restrition H(Y ) → HX(Y − ∂Y ) (induite
par les restritions H(Y ) → H(Y ′), Y ′ parourant l'ensemble des domaines stritement k-
anoïdes de Y − ∂Y ) et don d'une appliation R-linéaire anonique
ρ : H(Y )→ Γ(Y − ∂Y,HX) ∩ C
0(Y,R).
Corollaire 2.3.14.  L'appliation linéaire anonique
ρ : H(Y )→ Γ(Y − ∂Y,HX) ∩ C
0(Y,R)
est un isomorphisme.
Démonstration. Considérons le diagramme ommutatif
H(Y ) //
ρ

Hom(Γ(Y ),R)
Γ(Y − ∂Y,HX) ∩ C
0(Y,R) // Hom(Γ(Y ),R),
dans lequel les èhes horizontales sont les restritions ; la proposition préédente implique
l'injetivité de l'appliation de restrition
Γ(Y − ∂Y,HX) ∩ C
0(Y,R)→ Hom(∂Y,R) = Hom(Γ(Y ),R)
et don la bijetivité de ρ puisque l'appliation H(Y )→ Hom(Γ(Y ),R) est un isomorphisme
(proposition 2.3.2). 2
Corollaire 2.3.15.  Pour toute ourbe stritement k-analytique lisse X, l'homomor-
phisme anonique de préfaiseaux HX →HX est un isomorphisme ; HX est don un faiseau.
Démonstration. Le sous-préfaiseau HX du faiseau CX est séparé et l'homomorphisme
anonique HX → HX est don injetif. Sa surjetivité équivaut à l'assertion suivante : pour
tout ouvert U de X et tout domaine stritement k-anoïde Y de U , la restrition à Y d'une
fontion h ∈ Γ(U,HX) appartient au sous-espae H(Y ) de C
0(|Y |,R) ; 'est une onséquene
immédiate du orollaire préédent. 2
Définition 2.3.16.  Le faiseau HX sur une ourbe stritement k-analytique lisse X est
appelé le faiseau des germes de fontions harmoniques.
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Remarque 2.3.17.  La dénition du faiseau HX rend évidente les assertions suivantes :
 le faiseau HX sur l'espae topologique |X| est invariant par les automorphismes
k-analytiques de X ; plus généralement, si X et Y sont deux ourbes stritement
k-analytiques lisses et ϕ : X→˜Y est un k-isomorphisme, l'isomorphisme de faiseaux
ϕ♯ : CY →˜CX induit un isomorphisme de HY sur HX ;
 pour toute extension nie galoisienne k′ de k, l'opération de G = Gal(k′/k) sur CX⊗kk′
stabilise la sous-faiseau HX⊗kk′ et l'isomorphisme anonique CX →˜ C
G
X⊗kk′
induit un
isomorphisme de HX sur H
G
X⊗kk′
.
Étant donné un domaine k-anoïde Y d'une ourbe k-analytique lisse X, nous noterons
H(Y ) le sous-espae vetoriel
Γ(Y − ∂Y,HX) ∩ C
0(Y,R)
de C0(|Y |,R) ; vu le orollaire 2.3.14, ette notation oïnide ave elle introduite préédem-
ment lorsque Y est stritement k-anoïde.
La orrespondane Y 7→ H(Y ) est un préfaiseau sur le G-site XG de X qui prolonge
évidemment le préfaiseau sur le site XR déni au début de 2.3.3.
Proposition 2.3.18.  Soient X une ourbe stritement k-analytique lisse et K une ex-
tension non arhimédienne de k ; notant XK pour X⊗̂kK et pK le morphisme anonique
XK → X, p
∗
KHX ⊂ HX b⊗kK .
Démonstration. C'est une onséquene immédiate de la dénition du faiseau HX et du
lemme 2.3.5. 2
Ahevons e paragraphe par le résultat suivant :
Proposition 2.3.19.  Soient X,Y deux ourbes stritement k-analytiques lisses et f :
Y → X un morphisme. Pour toute fontion harmonique h ∈ Γ(X,HX), la fontion f
∗h = h◦f
est harmonique sur Y : f∗h ∈ Γ(Y,HY ).
Démonstration. On peut supposer Y onnexe et f quasi-ni. Étant donnés des domaines
stritement k-anoïdes W ⊂ Y et V ⊂ X tels que f(W ) ⊂ V , h|V ∈ H(V ) et don, par appli-
ation des propositions 2.3.3 et 2.3.7, (f∗h)|W ∈ H(W ). La fontion f
∗h est don harmonique
sur Y . 2
2.3.4. Le préfaiseau log |O×X |.
Considérant toujours une ourbe stritement k-analytique lisse X, examinons mainte-
nant les liens entre les fontions harmoniques sur X et les fontions de la forme log |f |,
f ∈ Γ(X,O×X ).
Proposition 2.3.20.  Pour toute setion f ∈ Γ(X,O×X ), la fontion log |f | est harmo-
nique sur X.
Démonstration. Il sut de vérier que la restrition de la fontion log |f | à tout domaine
stritement k-anoïde Y ⊂ X appartient au sous-espae H(Y ) ⊂ C0(|Y |,R) ; vu le lemme
2.3.5 et le théorème 2.3.8, on peut en outre supposer que Y est la bre générique d'une S-
ourbe simplement semi-stable, auquel as il ne reste plus qu'à invoquer le point (iii) de la
proposition 2.2.24. 2
Théorème 2.3.21.  Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse. Le faiseau de R-
vetoriels engendré par les germes de fontions log |f |, f étant un germe de setion de O×X ,
est un sous-faiseau de HX ; le quotient est un faiseau gratte-iel sur |X| et il est nul si l'une
des deux onditions suivantes est vériée :
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 le orps k˜ est algébrique sur un orps ni ;
 la ourbe X⊗̂kk̂a est loalement isomorphe à P1
ka
.
Démonstration. Soit FX le sous-faiseau de CX assoié au préfaiseau sur |X| faisant orres-
pondre à un ouvert U le sous-espae vetoriel de C0(U,R) engendré par les fontions log |f |,
f ∈ Γ(U,O×X) ; 'est un sous-faiseau de HX en vertu de la proposition préédente. Les germes
de FX et HX oïnident en tout point x de X de type (1), (3) ou (4) :
 si x est de type (1) ou (4), e point admet un système fondamental de voisinages k-
anoïdes ayant un unique point de Shilov et les setions de FX et HX sont don
onstantes au voisinage de x ;
 si x est de type (3), e point admet un système fondamental de voisinages k-anoïdes
ayant exatement deux points de Shilov ; les espaes vetoriels FX,x et HX,x sont alors
de dimension 2, engendrés par les germes de la fontion onstante 1 et de la fontion
log |f |, f étant une setion quelonque de OX au voisinage de x telle que |f | ne soit pas
loalement onstante en x.
Soient maintenant x ∈ X un point de type (2), k′ une extension nie galoisienne de k et x′ un
point deX ′ = X⊗kk
′
au-dessus de x : l'égalité FX′,x′ = HX′,x′ implique l'égalité FX,x = HX,x.
En eet, si V est un voisinage stritement k-anoïde de x dans X, V ′ est la omposante
onnexe de x′ dans V ⊗k k
′
, et f ′ ∈ A×V ′ , la norme f de f
′
est un élément de A×V tel que
p∗|f ||V ′ = |f
′|[k
′:k]
; si une fontion h ∈ H(V ) est telle que p∗h|V ′ soit une ombinaison linéaire
de fontions log |f |, f ∈ A×V ′ , 'est don une ombinaison linéaire de fontions log |f |, f ∈ A
×
V .
Cette remarque préliminaire permet de supposer que X est isomorphe à la bre générique
d'une S-ourbe simplement semi-stable X et que le point x orrespond à une omposante
irrédutible propre et géométriquement onnexe Cx de Xs.
Lemme 2.3.22.  Ave les notations en vigueur, l'espae vetoriel HX,x/FX,x est anoni-
quement isomorphe à l'espae vetoriel Pic0(Cx)⊗Z R.
Démonstration. Soit V un voisinage stritement k-anoïde de X. Il existe une extension
galoisienne nie k′ de k et un élatement admissible q : X ′ → X ⊗S Spf(k
′◦) tel que V ⊗k k
′
soit isomorphe à la bre générique du shéma formel induit par X ′ sur un ouvert U de X ′s. La
omposante irrédutible Cx de Xs étant supposée géométriquement onnexe, il y a un unique
point x′ ∈ X ⊗k k
′
au-dessus de x, orrespondant à la omposante irrédutible Cx ⊗
ek
k˜′ de
X ⊗S Spf(S
′) et, elle-i étant propre et lisse, le morphisme q induit un isomorphisme de la
omposante irrédutible de X ′ assoiée à x′ sur Cx ⊗
ek
k˜′.
À toute fontion h ∈ H(V ) = H(V ⊗k k
′)Gal(k
′/k)
orrespond naturellement un R-diviseur
div(h) sur la k˜′-ourbe Cx⊗
ek
k˜′, vue omme omposante irrédutible de X ′s : en eet, l'ensemble
Tx′S(X
′) est anoniquement identié à l'ensemble des points singuliers de X ′s appartenant à
Cx ⊗
ek
k˜′ et, notant x˜t le point orrespondant à l'élément t de Tx′S(X
′), on pose :
div(h) =
∑
t∈Tx′S(X
′)
λx,t(h)[x˜t].
La ondition d'harmoniité de h en x′ équivaut à la ondition
deg div(h) = 0.
Le groupe de Galois Gal(k′/k) opère naturellement sur la k˜′-ourbe Cx ⊗
ek
k˜′ et son ation
est transitive sur haque bre du morphisme anonique Cx ⊗
ek
k˜′ → Cx ; puisque h est, par
hypothèse, invariante sous Gal(k′/k), ela implique que le R-diviseur div(h) sur Cx ⊗
ek
k˜′
desend en un R-diviseur de degré 0 sur sur Cx, enore noté div(h).
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Nous obtenons ainsi une appliation linéaire div : HX,x → Div(Cx) ⊗Z R s'insérant dans
une suite
0 // R // HX,x
div // Div(Cx)⊗Z R
deg // R // 0,
laquelle est exate. Seule la surjetivité de div sur le sous-espae des R-diviseurs de degré 0
requiert une démonstration. Soit
D =
∑
ex∈|D|
n(x˜)[x˜]
un R-diviseur de degré 0 sur Cx ; soit I l'Idéal (admissible) dénissant le sous-shéma fermé
réduit Z = |D|∩(Xs−Sing(Xs)) dans Xs et soit q : X
′ → X son élatement. Puisque X est lisse
aux points de Z, X ′ est enore une S-ourbe simplement semi-stable et on note Y l'ouvert de
X ′ obtenu en retirant, à haune des omposantes irrédutibles du diviseur exeptionnel de X ′,
un point fermé disjoint (du transformé strit) de X . La S-ourbe Y est simplement semi-stable
et Yη est un voisinage de x dans X = Xη. L'ensemble TxS(Y) s'indentie anoniquement à
une partie nie de l'ensemble des points fermés de Cx et nous avons fait e qu'il fallait pour
que
|D| ⊂ TxS(Y).
Considérons alors une fontion ane par moreaux H sur S(Y) telle que, pour tout polytope
entier P ⊂ S(Y) de dimension un orrespondant à un élément t ∈ TxS(Y),
- λx,t(H) = 0 si x˜t /∈ |D|,
- λx,t(H) = n(x˜t) si x˜t ∈ |D|.
Une telle fontion H est harmonique au point x en vertu de la nullité du degré de D ; elle
est don harmonique sur un voisinage de x dans S(Y) et la fontion h = τ∗YH sur X est par
onséquent harmonique au voisinage de x dans X. L'identité
div(h) = D
est vériée par onstrution et nous avons ainsi établi l'exatitude de la suite onsidérée
i-dessus.
Soit Pr(Cx) le groupe des diviseurs prinipaux sur Cx. On dispose d'une autre suite exate
0 // R // FX,x
div // Pr(Cx) // 0,
ar, pour tout germe log |f | ∈ FX,x, f ∈ O
×
X,x, le diviseur de la fontion harmonique N log |f |
s'identie à elui de la fontion méromorphe induite par fN/α sur Cx, où N est un entier
supérieur à 1 tel que |f(x)|N ∈ |k×| et α est un élément de k tel que |f(x)|N = |α|. Il en
résulte un isomorphisme d'espaes vetoriels réels
HX,x/FX,x
∼
−→ Pic0(Cx)⊗Z R,
e qui ahève la preuve du lemme. 2
Terminons la démonstration du théorème. Le faiseau HX/FX est un faiseau gratte-iel
dont le support est un ensemble disret de points de type (2) ; sa nullité équivaut à la propriété
suivante : pour tout point x ∈ X ⊗k k̂a de type (2), le groupe de Piard Pic
0(Cx) de la k˜
a
-
ourbe irrédutible, propre et lisse Cx, de orps des fontions κ˜(x), est de torsion. Il y a au
moins deux onditions impliquant ette propriété :
 le orps k˜ est algébrique sur un orps ni : Pic0(Cx) est l'ensemble des k˜
a
-points d'un
k˜a-shéma en groupes de type ni et don est de ardinal ni ;
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 pour tout point x ∈ X ⊗k k̂a de type (2), la k˜
a
-ourbe irrédutible, propre et lisse de
orps des fontions κ˜(x) est rationnelle  de manière équivalente, X⊗̂kk̂
a
est loalement
isomorphe à P1
bka
(si X est irrédutible et propre, 'est une ourbe de Mumford).
2
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3. Théorie du potentiel
3.1. Le problème de Dirihlet
Dans e qui suit, X est une ourbe stritement k-analytique lisse.
3.1.1. Propriétés fondamentales des fontions harmoniques.
Les setions du faiseau HX satisfont au prinipe du maximum.
Proposition 3.1.1.  Étant donné un ouvert Ω de X, une fontion h ∈ Γ(Ω,HX) admet
un extremum loal en un point x de Ω si et seulement si elle est onstante au voisinage de x.
C'est la onjontion de la proposition 2.3.13 et du orollaire 2.3.14.
Le problème de Dirihlet est loalement résoluble : tout point x ∈ X admet un système
fondamental de voisinages ouverts relativement ompats Ω tels que l'appliation de restrition
C0(Ω,R) ∩ Γ(Ω,HX)→ C
0(∂Ω,R)
soit un isomorphisme. Il sut en eet de prendre pour Ω l'intérieur d'un voisinage stritement
k-anoïde Y de x dans X et d'appliquer le lemme 2.3.9.
Le prinipe de Harnak est valide
Proposition 3.1.2.  Soient Ω un ouvert onnexe de X et (Ωn) une suite d'ouverts de
X telle que haque point de Ω admette un voisinage ontenu dans presque tous les Ωn : quelle
que soit la suite roissante de fontions hn ∈ Γ(Ωn,HX), l'alternative est la suivante :
 soit (hn) onverge vers +∞ uniformément sur tout ompat de Ω,
 soit (hn) onverge vers une fontion h ∈ Γ(Ω,HX), uniformément sur tout ompat de
Ω.
Démonstration. Puisque tout point de x admet un système fondamental de voisinages stri-
tement k-anoïdes, il déoule du lemme 2.3.10 que l'ensemble U (resp. U ′ = Ω−U) des points
de Ω en lesquels la suite (hn) est majorée (resp. n'est pas majorée) est une partie ouverte ; de
plus, toujours par appliation de e lemme, la suite (hn) onverge
 loalement uniformément vers ∞ sur U ′ ;
 loalement uniformément sur U vers une fontion h  néessairement ontinue  telle que,
pour tout domaine stritement k-anoïde Y de Ω, la restrition de h à Y appartienne à
H(Y ) ; vu la dénition du faiseau HX (2.3.3), la fontion h est harmonique sur Ω.
2
Notons également le résultat de onvergene suivant :
Proposition 3.1.3.  Soient Ω un ouvert de X et (hn) une suite de fontions harmo-
niques sur Ω ; si la suite (hn) est loalement bornée, on peut en extraire une sous-suite onver-
geant, loalement uniformément sur Ω, vers une fontion harmonique.
Démonstration. Nous démontrerons au orollaire 3.3.7 que toute famille loalement bornée
de fontions harmoniques sur Ω est automatiquement équiontinue en tout point de Ω ; bien
entendu, la proposition ne sera pas utilisée d'ii là. Appliquant le théorème d'Asoli, on peut
extraire une sous-suite de (hn) qui onverge loalement uniformément.
Il est faile de vérier qu'une limite loalement uniforme de fontions harmoniques est
harmonique : pour tout domaine k-anoïde V de X, le sous-espae Γ(V − ∂V )∩C0(V,R) de
l'espae de Banah C0(V,R) est fermé ar 'est un espae vetoriel de dimension nie. 2
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Remarque 3.1.4.  Puisque, pour tout domaine stritement k-anoïde Y , l'espae veto-
riel H(Y ) est de dimension nie, la limite h d'une suite simplement onvergente de fontions
harmoniques sur un ouvert Ω de X est harmonique et la onvergene est loalement uniforme
sur Ω.
Les propriétés du faiseau HX énonées dans les trois paragraphes préédents permettent,
en reopiant les démonstration du paragraphe 2.2 du hapitre V de [Ahl℄, de résoudre le
problème de Dirihlet par la méthode de Perron ; ei est l'objet de la n de la setion 3.1.
3.1.2. Fontions sous-harmoniques.
Définition 3.1.5.  Soit Ω un ouvert de X ; une fontion u : Ω → R ∪ {−∞} est dite
sous-harmonique si elle est semi-ontinue supérieurement, n'est identiquement égale à −∞
sur auune omposante onnexe de Ω et satisfait à la ondition suivante : pour tout domaine
stritement k-anoïde Y dans X et toute fontion h ∈ H(Y ),
(u|∂Y ≤ h|∂Y ) =⇒ (u|Y ≤ h).
L'assertion suivante n'est pas surprenante.
Proposition 3.1.6.  Soient Ω ⊂ X un ouvert et f ∈ Γ(Ω,OX) une setion inversible
sur un ouvert dense de Ω ; la fontion log |f | est sous-harmonique sur Ω.
Démonstration. La fontion log |f | est ontinue sur Ω et, f étant inversible sur un ouvert
dense, n'est identiquement égale à −∞ sur auune des omposante onnexes de Ω.
Soient Y ⊂ Ω un domaine stritement k-anoïde et h ∈ H(Y ) une fontion majorant log |f |
sur Γ(Y ) = ∂Y ; puisqu'il sut de prouver l'inégalité log |f ||Y ≤ h après avoir eetué une
extension nie k′ de k, nous pouvons supposer que Y est la bre générique d'une S-ourbe
simplement semi-stable Y, de squelette S(Y) et de rétration τY : Y → S(Y). Dans es
onditions :
 H = h|S(Y) ∈ H(S(Y),Γ(Y )) et h = H ◦ τY ;
 la fontion F = log |f ||S(Y) est sous-harmonique sur S(Y) − Γ(Y ) (proposition 2.2.24,
(iii)) et log |f ||Y ≤ F ◦ τY (proposition 2.2.24, (ii)) ;
la onlusion déoule alors de l'inégalité F ≤ H sur S(Y). 2
Remarque 3.1.7.  Nous verrons plus loin (proposition 3.4.6) que, pour toute S-ourbe
simplement semi-stable X et toute fontion sous-harmonique u sur Xη − Γ(Xη), la restrition
U de u à S(X ) − Γ(Xη) est sous-harmonique (= onvexe) : dd
cU ≥ 0, l'opérateur ddc étant
entendu au sens des ourants, omme expliqué à en 1.2.5.
Les propriétés suivantes des fontions sous-harmoniques sont évidentes.
Proposition 3.1.8.  Étant donné un ouvert Ω de X,
(i) l'ensemble des fontions sous-harmoniques sur Ω est un ne réel stable par max : pour
toutes fontions u, v sous-harmoniques sur Ω et tous nombres réels positifs µ, ν, les fontions
µu+ νv et max(u, v) sont sous-harmoniques sur Ω ;
(ii) l'enveloppe inférieure d'une famille déroissante de fontions sous-harmoniques sur Ω
est, sur haune des omposantes onnexes de Ω, sous-harmonique ou identiquement égale à
−∞ ;
(iii) la régularisation semi-ontinue supérieurement de l'enveloppe supérieure d'une famille
roissante et loalement bornée de fontions sous-harmoniques sur Ω est sous-harmonique.
Le ne des fontions sous-harmoniques sur un ouvert Ω de X est noté SH(Ω).
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Lemme 3.1.9.  Soit Y un domaine stritement k-anoïde onnexe dans X ; toute fon-
tion sous-harmonique u sur un voisinage de Y prend des valeurs nies aux points de Γ(Y ) =
∂Y .
Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe une fontion sous-
harmonique u sur un voisinage Ω de Y prenant la valeur −∞ en un point x de Γ(Y ). Notant
M un majorant de u sur Γ(Y ), le lemme 2.3.9 fournit, pour tout entier naturel N , une fontion
hN dans H(Y ) valant −N en x et égale à M sur Γ(Y )−{x} ; la suite (hN ) est déroissante et
onverge, loalement uniformément sur Y −Γ(Y ), vers −∞ par appliation du lemme 2.3.10.
La restrition de u à Y − Γ(Y ), majorée par hN pour tout N , est don identiquement égale
à −∞.
Étant donné un domaine stritement k-anoïde Y ′ dans X dont le bord de Shilov renontre
Int(Y ) = Y −Γ(Y ), le raisonnement préédent implique u|Int(Y ′) = −∞. On onsidère alors un
reouvrement loalement ni V de la omposante onnexe de x dans Ω par des domaines stri-
tement k-anoïdes de X tel qu'il existe pour tout V ∈ V un domaine V ′ dans V satisfaisant à
la ondition : Γ(V )∩ Int(V ′) 6= ∅. D'après la première partie de la démonstration, la fontion
u est identiquement égale à −∞ sur la omposante onnexe de x dans Ω, en ontradition
ave la dénition 3.1.5. 2
Remarque 3.1.10.  1. Le résultat préédent sera étendu plus loin (3.4.10) au as d'un
domaine k-anoïde quelonque dans X.
2. Le lemme 3.1.9 permet de reformuler ainsi la dénition de la sous-harmoniité : une fon-
tion semi-ontinue supérieurement u : Ω → R ∪ {−∞} est sous-harmonique si elle n'est pas
identiquement égale à −∞ sur une omposante onnexe de Ω et si, pour tout domaine strite-
ment k-anoïde V in Ω, la fontion h ∈ H(V ) qui oïnide ave u sur Γ(V )  dont l'existene
déoule des lemmes 3.1.9 et 2.3.9  majore u sur tout Y . Cette dénition est équivalente à
la préédente en vertu du prinipe du maximum pour les fontions harmoniques (proposition
3.1.1).
Soit Ω un ouvert de X ; l'ensemble des points de Shilov des domaines stritement k-
anoïdes de X étant partout dense, le lemme préédent implique immédiatement que la
restrition d'une fontion sous-harmonique sur Ω à un ouvert Ω′ ⊂ Ω ne peut être identique-
ment égale à −∞ sur auune omposante onnexe de Ω′. La orrespondane Ω 7→ SH(Ω) est
par onséquent un préfaiseau de nes réels sur |X|. Nous bientt qu'il s'agit en fait d'un
faiseau (orollaire 3.1.13).
Les fontions sous-harmoniques satisfont au prinipe du maximum suivant.
Proposition 3.1.11.  Étant donné un ouvert Ω de X, une fontion sous-harmonique u
sur Ω admettant un maximum loal en un point x de Ω est loalement onstante au voisinage
de x.
Démonstration. Soit u une fontion sous-harmonique admettant un maximum au point x
de Ω et soit U un voisinage ouvert onnexe de x dans Ω tel que u|U ≤ u(x) ; puisque u|U n'est
pas identiquement égale à −∞, u(x) > −∞.
Soit Y un voisinage stritement k-anoïde onnexe Y de x dans U . La restrition de u à
Γ(Y ) est onstante, égale à u(x) : s'il existait, en eet, un point y ∈ Γ(Y ) tel que u(y) < u(x),
le lemme 2.3.9 fournirait une fontion h ∈ H(Y ) telle que
 h(y) = u(y) ;
 h|Γ(Y )−{y} = u(x) ;
64
puisque Y est onnexe et h non onstante, le prinipe du maximum pour les fontions harmo-
niques impliquerait alors h|Y−Γ(Y ) < u(x) et don, par sous-harmoniité, l'inégalité absurde
u(x) ≤ h(x) < u(x).
La onlusion est maintenant immédiate : l'ensemble des points de Shilov des voisinages
stritement k-anoïdes onnexes de x dans U étant une partie dense de U , la fontion semi-
ontinue supérieurement u|U est onstante, égale à u(x). 2
Corollaire 3.1.12.  Soient Ω ⊂ X un ouvert et u : Ω→ R∪{−∞} une fontion semi-
ontinue supérieurement qui n'est identiquement égale à −∞ sur auune omposante onnexe
de Ω. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) u est sous-harmonique ;
(ii) pour tout ouvert Ω′ ⊂ Ω et pour toute fontion harmonique h sur Ω′, la fontion u|Ω′−h
satisfait au prinipe du maximum (proposition 3.1.11) sur Ω′.
Démonstration. L'impliation (i) ⇒ (ii) est l'appliation direte de la proposition préé-
dente puisque toute fontion harmonique est sous-harmonique.
L'impliation réiproque est immédiate : étant donnés un domaine stritement k-anoïde
V ⊂ Ω et une fontion h ∈ H(V ) telle que u|∂V ≤ h|∂V , l'appliation du prinipe du maximum
à la fontion u−h sur v− ∂V implique que elle-i atteint son maximum en un point de ∂V ;
elle est don négative. La fontion u est bien sous-harmonique sur Ω. 2
La reformulation préédente de la dénition 3.1.5 met en évidene le aratère loal de la
sous-harmoniité.
Corollaire 3.1.13.  Le préfaiseau SH sur |X| est un faiseau.
Démonstration. La semi-ontinuité supérieure et le fait de ne pas être identiquement −∞
sur une omposante onnexe sont des propriétés de nature loale. La propriété (ii) du orollaire
préédent est également de nature loale. 2
Proposition 3.1.14.  Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse. Étant donnés
une ourbe stritement k-analytique lisse Y , un morphisme f : Y → X et une fontion sous-
harmonique u sur X, la fontion f∗u = u ◦ f est sous-harmonique ou identiquement égale à
−∞ sur haque omposante onnexe de Y .
Démonstration.
La ourbe Y peut être supposée onnexe et, l'assertion étant évidente pour un morphisme
onstant, il sut de traiter le as d'un morphisme quasi-ni.
Soit u une fontion sous-harmonique sur X ; puisqu'il est loisible de se loaliser sur Y pour
établir la sous-harmoniité de f∗u, on peut supposer que le morphisme f est ni. Considérons
alors un domaine stritement k-anoïde V ⊂ Y et une fontion h dans H(V ) qui oïnide
ave f∗u sur ∂V = Γ(V ) ; W = f(V ) est un domaine stritement k-anoïde dans X tel que
f−1(∂W ) = ∂V en vertu des proposition 3.1.3 (ii) et orollaire 2.5.13 (i) de [3℄ (la première
implique ∂V = f−1(∂W ) ∩ (V − Int(f)), la seonde fournit l'égalité Int(f) = V ).
Soit h′ la fontion dans H(W ) qui oïnide ave u sur ∂W . La fontion f∗h′ appartient à
H(f−1(W )) (proposition 2.3.19) et est égale à h sur ∂f−1(W ) = ∂V ; le prinipe du maximum
implique alors l'identité h = f∗h′, d'où déoule l'inégalité
f∗u ≤ f∗h = h′
en vertu de la sous-harmoniité de u. 2
Remarque 3.1.15.  Soit Ω un ouvert relativement ompat de X ; toute fontion sous-
harmonique u sur Ω se prolonge de façon unique en une fontion semi-ontinue supérieurement
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u sur le ompat Ω (à valeurs dans R = R ∪ {−∞,∞}) et, appliquant la proposition préé-
dente :
sup
Ω
u = max
∂Ω
u.
3.1.3. La méthode de Perron.
Étant donnés un ouvert relativement ompat et onnexe Ω ⊂ X et une fontion (réelle)
bornée f sur ∂Ω, le problème de Dirihlet est la question de savoir s'il existe une fontion
semi-ontinue supérieurement h sur Ω, harmonique sur Ω et dont la restrition à la frontière
∂Ω de Ω oïnide ave f .
En vertu du lemme 2.3.9 le problème de Dirihlet est résoluble lorsque Ω est une omposante
onnexe de l'intérieur d'un domaine stritement k-anoïde de X.
La méthode de Perron assoie anoniquement au ouple (Ω, f) une fontion bornée Pf sur
Ω dont la restrition à Ω est harmonique. Il reste alors à étudier le omportement de Pf sur
la frontière ∂Ω, e qui se fait grâe à la notion de barrière.
Considérons la famille F(f) des fontions u :
(i) semi-ontinues supérieurement sur Ω,
(ii) sous-harmoniques sur Ω,
(iii) dont la restrition à ∂Ω est majorée par f ,
et soit Pf son enveloppe supérieure.
La fontion f étant bornée, il en est de même pour la famille F(f) en vertu du prinipe
du maximum pour les fontions sous-harmoniques (f. proposition 3.1.11). Cette observation
montre que la famille F(f) est non vide et l'on note Pf son enveloppe supérieure.
Proposition 3.1.16.  La fontion Pf est harmonique sur Ω.
Démonstration. Établissons l'harmoniité de la fontion Pf sur l'ouvert Ω. Soient Y
un domaine stritement k-anoïde onnexe dans X, x un point dans Int(Y ) et (un) une
suite dans F(f) onvergeant vers Pf (x) au point x ; quitte à remplaer, pour tout n, un
par la fontion max(u1, . . . , un) ∈ F(f), on peut en outre supposer ette suite roissante.
Considérons, pour tout entier naturel n, la fontion hn dans H(Y ) qui oïnide ave un sur
Γ(Y ) (lemme 2.3.9) et soit vn la fontion de Ω dans R ∪ {−∞} telle que
vn|Y = hn et vn|Ω−Y = un|Ω−Y ;
la sous-harmoniité de un implique l'inégalité un ≤ vn.
Cette fontion est semi-ontinue supérieurement sur Ω et trivialement sous-harmonique
sur Ω − Γ(Y ). Soient y ∈ Γ(Y ), Y ′ un voisinage stritement k-anoïde de y dans Ω et h′
une fontion dans H(Y ′) telle que vn|∂Y ′ ≤ h
′
|∂Y ′ . Puisque un ≤ vn, h
′
majore un sur ∂Y
′
et, don, sur tout Y ′. D'autre part, h′ majore hn sur Γ(Y
′) ∩ Y et Γ(Y ) ∩ Y ′, don sur
Γ(Y ∩ Y ′) = (Γ(Y ′) ∩ Y ) ∪ (Γ(Y ) ∩ Y ′) et sur Y ∩ Y ′ ; il en déoule que h′ majore vn sur
Y ′. Cei prouve la sous-harmoniité de vn au voisinage de Γ(Y
′), et don sur tout l'ouvert
Ω. Remarquons enn que, les fontions vn et un oïnidant au voisinage de ∂Ω, la fontion
f majore la restrition de vn à ∂Ω. Tout ei établit l'appartenane de la fontion vn à la
famille F(f), d'où déoulent les inégalités
un ≤ vn ≤ Pf
pour tout entier naturel n.
Par appliation du lemme 2.3.10, la suite (hn) onverge, uniformément sur Y , vers une
fontion hY ∈ H(Y ) et, en vertu des inégalités préédentes, Pf (x) = h(x).
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Considérons un autre point y ∈ Y − Γ(Y ) et une suite (wn) dans F(f) qui onverge
vers Pf (y) en y. Appliquant la onstrution préédente à la suite (w
′
n) dénie par
w′n = max(un, wn), nous obtenons une fontion h
′ ∈ H(Y ) telle que h′(y) = Pf (y) et
h ≤ h′ ≤ Pf ; il en déoule l'égalité h(x) = h
′(x) = Pf (x), qui montre que la fontion
h− h′ ∈ H(Y ) atteint son maximum au point x de Y − Γ(Y ). En vertu de la onnexité de Y ,
e qui préède implique l'égalité h′ = h par appliation du prinipe du maximum.
Nous venons de prouver que, pour tout domaine stritement k-anoïde onnexe Y dans
Ω, les fontions hY et Pf |Y oïnident ; la fontion extrêmale Pf est don harmonique sur
l'ouvert Ω. 2
Définition 3.1.17.  Une barrière en un point ζ ∈ ∂Ω est une fontion ontinue b sur
Ω, sous-harmonique sur Ω et telle que
 b < 0 sur Ω− {ζ} ;
 b(ζ) = 0.
Remarque 3.1.18.  L'existene d'une barrière est un problème loal : en eet, si ζ ∈ ∂Ω
et s'il existe un voisinage ouvert U de ζ dans X tel qu'il existe une barrière b′ en ζ relativement
à l'ouvert Ω′ = Ω ∩ U , on peut trouver ε ∈ R>0 tel que le fermé F = {b′ ≥ −ε} soit ontenu
dans Ω ∩ U et la fontion réelle b sur Ω dénie par
b|Ω∩U = max(b
′,−ε), b|Ω−F = −ε
est alors une barrière en ζ relativement à Ω.
Proposition 3.1.19.  Supposons qu'il existe une barrière en un point ζ de ∂Ω.
(i) Si f est semi-ontinue supérieurement en ζ,
lim sup
x∈Ω,x→ζ
Pf (x) ≤ f(ζ).
(ii) Si f est semi-ontinue inférieurement en ζ,
lim inf
x∈Ω,x→ζ
Pf (x) ≥ f(ζ).
(iii) Si f est ontinue en ζ,
lim
x∈Ω,x→ζ
Pf (x) = f(ζ).
Démonstration. Soient b une barrière en ζ et M la borne supérieure de |f | sur ∂Ω.
(i) Supposons f semi-ontinue supérieurement en ζ. Étant donné ε ∈ R>0, il existe un voisinage
ouvert U de ζ dans ∂Ω sur lequel f ≤ f(ζ) + ε et les hypothèses sur b permettent de trouver
λ ∈ R>0 tel que b ≤ −2M/λ sur le ompat ∂Ω − U . La fontion gε = −λb + f(ζ) + ε est
ontinue sur Ω et −gε est sous-harmonique sur Ω. Par onstrution gε majore la fontion f ,
et don tous les éléments de F(f), sur ∂Ω. Quelle que soit la fontion u ∈ F(f), u − gε est
négative que ∂Ω et sous-harmonique sur Ω ; invoquant le prinipe du maximum (3.1.11), on
en déduit l'inégalité
u ≤ gε.
Il en déoule la majoration
Pf ≤ gε
sur Ω et don
lim sup
x∈Ω,x→ζ
Pf (x) ≤ lim sup
x∈Ω,x→ζ
gε(x) = f(ζ) + ε.
(ii) Lorsque f est supposée semi-ontinue inférieurement, il existe, pour tout ε ∈ R>0, un
voisinage U de ζ dans ∂Ω tel que f|U ≥ f(ζ) − ε. Choisissant de nouveau λ ∈ R>0 tel que
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λb < −2M sur ∂Ω−U , la fontion g′ε = f(ζ)−ε+λb est ontinue sur Ω, sous-harmonique sur
Ω majorée par f sur ∂Ω. C'est don un élément de la famille F(f), e qui implique l'inégalité
g′ε ≤ Pf
et
f(ζ)− ε = lim inf
x∈Ω,x→ζ
g′ε ≤ lim inf
x∈Ω,x→ζ
Pf (x).
Le point (iii) déoule de la onjontion des deux préédents. 2
Proposition 3.1.20.  Il existe une barrière en tout point de ∂Ω de type (2), (3) ou (4).
Démonstration. Tout point x ∈ X admet un voisinage ouvert U tel qu'il existe un mor-
phisme étale p : U → A1k. Les points x et p(x) étant du même type, il est susant, en vertu
de la proposition 3.1.13 et de la remarque 3.1.20, de traiter le as X = A1k.
Soit x ∈ A1k un point de type (2) ou (3) et soit Ω ⊂ A
1
k un ouvert onnexe tel que x ∈ ∂Ω ;
en vertu de sa onnexité, Ω ne renontre qu'une seule omposante onnexe de A1k − {x} et
il sut d'établir l'existene d'une barrière en x dans le as où Ω est l'une des omposantes
onnexes de A1k, e que l'on suppose désormais.
Si la omposante Ω est bornée, onsidérons un point x ∈ Ω tel que l'extension κ(x)/k soit
nie, de polynme minimal unitaire f ∈ k[T ]. En vertu des propositions 3.1.7 et 3.1.12, la
fontion log |f | − log |f |(x) est sous-harmonique et stritement négative sur Ω ; puisqu'elle est
ontinue sur Ω, il s'agit bien d'une barrière pour le point x de ∂Ω.
Si la omposante Ω n'est pas bornée, la fontion log |T |(x)− log |T | est (sous-)harmonique
et stritement négative sur Ω d'après les propositions 2.3.20 et 3.1.12 ; étant ontinue sur Ω,
ette fontion est bien une barrière pour le point x de ∂Ω.
Soient x ∈ A1k un point de type (4) et En une suite déroissante de disques fermés dans A
1
k
d'intersetion {x} ; désignons par yn le point de Shilov de En. Ayant hoisi, pour tout entier
naturel n, un point xn ∈ En tel que l'extension κ(xn)/k soit nie, de polynme minimal
unitaire fn ∈ k[T ], onsidérons la fontion harmonique et stritement négative
gn =
1
deg(fn)
(
log |fn|(yn)− log |fn|
)
sur A1k−En ; la suite (gn) est déroissante et son enveloppe inférieure g est une fontion sous-
harmonique ou identiquement égale à −∞ sur A1k, harmonique sur A
1
k − {x} et s'annulant
au point x. Soient K = H(x), p : A1K → A
1
k le morphisme anonique et t ∈ A
1
K(K) tel que
p(t) = x. Les fontions p∗gn et log |T − t|(yn)− log |T − t| oïnidant sur A1K − p
−1(En) pour
tout n, la fontion p∗g est ontinue et sous-harmonique sur A1K − p
−1(x) ; il en est don de
même de g.
Nous venons de prouver qu'il existe, pour tout point x ∈ A1k de type (2), (3) ou (4), une
fontion semi-ontinue supérieurement b : A1k → R∪{−∞}, nulle au point x, sous-harmonique
et stritement négative sur A1k−{x} ; ela fournit une barrière en x relativement à tout ouvert
Ω ⊂ A1k tel que x ∈ ∂Ω. 2
Le lemme 2.3.9 se généralise au as d'un domaine k-anoïde quelonque dans X.
Corollaire 3.1.21.  Pour tout domaine k-anoïde Y dans X, l'appliation de restri-
tion
H(Y )→ Hom(Γ(Y ),R)
est un isomorphisme.
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Démonstration. Il sut d'appliquer les deux propositions préédentes à l'ouvert relative-
ment ompat Int(Y ) ⊂ X. 2
3.2. Fontions lisses, opérateur ddc
Disposant du faiseau HX des germes de fontions harmoniques sur une ourbe stritement
k-analytique lisse X et de la résolution partielle du problème de Dirihlet obtenue à la setion
préédente, nous allons maintenant dénir les faiseauxA0X (resp.A
1
X) des germes de fontions
lisses (resp. formes lisses) sur X et un  opérateur de Laplae  ddc : A0X → A
1
X ; elui-i
sera lassiquement étendu à des espaes de distributions dans la setion suivante.
Désignons par I(X) l'ensemble des points de X de type (2) ou (3) ; de manière équivalente,
I(X) est l'ensemble des points de Shilov des domaines k-anoïdes de X. Plus préisément :
le bord de Shilov Γ(Y ) d'un domaine k-anoïde Y de X est un sous-ensemble ni de I(X) et
toute partie nie S de I(X) est la réunion des bords de Shilov d'un nombre ni de domaines
k-anoïdes.
3.2.1. Les faiseaux A0X et A
1
X sur XG.
Dans e qui suit, X désigne une ourbe stritement k-analytique lisse.
Définition 3.2.1.  Soit Ω ⊂ X un ouvert.
(i) Une fontion réelle ϕ ∈ C0(Ω,R) est dite lisse s'il existe un reouvrement loalement
ni V de Ω par des domaines k-anoïdes Y tel que ϕ|Y ∈ H(Y ). L'ensemble des fontions
lisses sur Ω est un sous-espae vetoriel de C0(Ω,R), noté A0(Ω).
(ii) On désigne par A1(Ω) l'espae vetoriel des mesures réelles sur Ω dont le support est
un sous-ensemble loalement ni de I(Ω). Les éléments de A1(Ω) seront appelés formes lisses
(sur Ω).
(iii) Le sous-espae vetoriel de A0(Ω) (resp. A1(Ω)) onstituté des fontions (resp. me-
sures) dont le support est ompat se note A0c(Ω) (resp. A
1
c(Ω)).
La orrespondane Ω 7→ A0(Ω) est un sous-faiseau du faiseau C0X des germes de fontions
réelles ontinues sur X.
La dénition du faiseau A0X s'étend d'elle même au G-site XG de X : il sut, pour tout
objet V de XG, de dénir A
0(V ) omme le sous-espae vetoriel de C0(V,R) onstitué des
fontions ϕ ontinues sur V qui satisfont à la ondition suivante : tout point x ∈ V possède
un voisinage k-anoïde W ⊂ V tel que ϕ|W ∈ H(W ). Désignant par A
0
X le faiseau ainsi
déni sur XG et notant π : XG → |X| le morphisme de sites anonique, l'identité
A0X = π∗A
0
X
est évidente. La proposition suivante l'est tout autant.
Proposition 3.2.2.  L'homomorphisme anonique de préfaiseaux HX → A
0
X sur le site
XG identie A
0
X au faiseau assoié à HX .
Remarque 3.2.3
1. La proposition préédente répond à la question soulevée par le point 2 de la remarque
2.3.11.
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2. Pour toute extension nie galoisienne k′/k, l'homomorphisme anonique
A0X → (A
0
X⊗kk′)
Gal(k′/k)
est un isomorphisme de faiseaux sur XG.
La proposition suivante n'est guère surprenante, ompte tenu de la onstrution du faiseau
HX .
Proposition 3.2.4.  Une fontion réelle ϕ sur un ouvert Ω ⊂ X est lisse si et seulement
s'il existe, pour tout domaine stritement k-analytique ompat Y ⊂ Ω, une extension nie
(séparable) k′/k et une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable Y telles que :
 Yη = Y ⊗k k
′
;
 la fontion Φ = (ϕ⊗ 1)|S(Y) appartienne à l'espae A
0(S(Y)) ;
 ϕ|Y⊗kk′ = Φ ◦ τY .
Démonstration. Soit Y ⊂ X un domaine stritement k-analytique ompat.
Étant données une extension nie galoisienne k′/k et une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-
stable Y de bre générique Y ⊗k k
′
, onsidérons une fontion Φ ∈ A0(S(Y)) et notons S la
réunion du support de la mesure ddcΦ et du bord de Shilov Γ(Yη) de Yη. Quelle que soit la
omposante onnexe c de S(X ) − S, la restrition de Φ au domaine polyédral c appartient
à l'espae H(c) et la fontion Φ|c ◦ τY = (Φ ◦ τY)|τ−1Y (c)
sur le domaine k-analytique τ−1Y (c)
de Y ⊗k k
′
appartient à H(τ−1Y (c)) ; en vertu de la proposition préédente, ela implique
Φ ◦ τY ∈ A
0(Y ⊗k k
′). La ondition de l'énoné est don susante.
Considérons réiproquement une fontion ϕ ∈ A0(Y ) et un reouvrement ni V de Y par
des domaines k-anoïdes V tels que ϕ|V ∈ H(V ) ; par appliation du point (ii) du lemme
2.2.22, il existe une extension nie (séparable) k′/k et une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-
stable Y, de bre générique Y ⊗k k
′
, dont le squelette S(Y) ontient l'ensemble Γ des points de
Shilov des domaines k′-anoïdes V ⊗k k
′
, V ∈ V. Désignons par Φ la restrition de ϕ′ = ϕ⊗1
au squelette S(Y) de Y. Les bres de la rétration τY sont des domaines k
′
-anoïdes dont le
bord de Shilov est réduit à un point ; la fontion ϕ′, étant harmonique sur Y ⊗k k
′ − Γ, est
par suite onstante haque bre de τY en vertu du prinipe du maximum et
ϕ′ = Φ ◦ τY .
Vérions enn l'appartenane de Φ à l'espae A0(S(Y)) : quel que soit le polytope entier
P ⊂ S(Y) − Γ dont le bord est formé de points de type (2), W = τ−1Y (P ) est un domaine
stritement k-anoïde dans Y tel que ϕ′|W ∈ H(τ
−1
Y (P )) (orollaire 2.3.14) ; on a don Φ|P =
(ϕ′|W )|P ∈ H(P ) et la fontion ontinue Φ est bien ane par moreaux sur S(Y). 2
La proposition 3.2.2 peut maintenant être préisée de manière à donner une nouvelle dé-
nition du faiseau A0X sur le G-site XG de X. Étant donné un domaine k-analytique V ⊂ X,
onvenons de désigner par R log |OX(V )×| le sous-espae vetoriel réel de C0(V,R) engendré
par les fontions de la forme log |f |, f ∈ OX(V )×. La orrespondane
R log |O×X | : V 7→ R log |OX(V )
×|
est un sous-préfaiseau de A0X sur XG puisque R log |OX(V )
×| ⊂ H(V ) pour tout domaine
k-anoïde V ⊂ X.
Proposition 3.2.5.  L'homomorphisme anonique R log |O×X | → A
0
X identie A
0
X au
faiseau assoié au préfaiseau R log |O×X |.
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Démonstration. Soit FX le faiseau sur XG assoié au préfaiseau R log |O
×
X |. Quelle que
soit l'extension galoisienne nie k′/k, la norme Nk′/k : (pk′)∗(OX ⊗k k
′)× → O×X induit un
homomorphisme Nk′/k : (pk′)∗FX⊗kk′ → F tel que
f =
1
[k′ : k]
Nk′/k(f ⊗ 1)
pour toute setion f de F , pk′ désignant la projetion anonique deX⊗kk
′
surX. Il sut don
de prouver qu'une setion ϕ de A0X provient de FX après passage à une extension galoisienne
nie de k.
Soient Y ⊂ X un domaine k-analytique ompat et ϕ une fontion dans A0X(Y ). Il existe par
hypothèse un reouvrement ni V de Y par des domaines k-anoïdes V tels que ϕ|V ∈ H(V )
et, omme dans la démonstration préédente, on peut trouver une extension galoisienne nie
k′/k et une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable Y dont la bre générique est un voisinage
de Y ⊗k k
′
dans X ⊗k k
′
et dont le squelette S(Y) ontient l'ensemble Γ de tous les points de
Shilov des domaines k-anoïdes V ⊗k k
′
, V ∈ V.
Considérons alors une déomposition élémentaire D de S(Y) telle que Γ ⊂ D[0] (on rappelle
que D[0] est l'ensemble des 0-faes des polytopes gurant dans D). Quel que soit le polytope
Q ∈ D, τ−1(Q) est un domaine k-anoïde et, par onstrution,
ϕ|Q ∈ H(τ
−1(Q)) = R log |OX(τ
−1(Q))|.
2
Remarque 3.2.6.  Cette proposition est à rapproher des onsidérations de 2.3.4.
3.2.2. Un résultat de densité.
Soit E un espae topologique loalement ompat. L'ensemble des fontions réelles onti-
nues sur E dont le support est ontenu dans un ompat K de E est noté C0(E,R)K et la
norme supK |.| en fait un espae de Banah. La restrition de E à K induit une isométrie
de C0(E,R)K sur le sous-espae vetoriel fermé de l'espae de Banah C0(K,R) formé des
fontions s'annulant sur ∂K = K ∩ E −K.
L'espae vetoriel C0c(E,R) des fontions réelles ontinues sur E dont le support est ompat
est muni de la topologie loalement onvexe limite indutive des topologies d'espaes de
Banah sur les C0(E,R)K ; 'est la topologie loalement onvexe la plus ne rendant ontinues
les injetions C0(E,R)K → C0c(E,R).
Lorsque E est l'espae topologique sous-jaent à une ourbe stritement k-analytique lisse
X, il est loisible de ne onsidérer que des ompats K qui sont des domaines stritement
k-analytiques (i.e. des réunions nies de domaines stritement k-anoïdes) : tout ompat de
X est en eet ontenu dans un domaine stritement k-analytique ompat.
Proposition 3.2.7.  Le sous-espae A0c(X) est dense dans C
0
c(X,R).
Démonstration. Soient K un domaine k analytique ompat de X, ε ∈ R>0 et f une
fontion ontinue sur X s'annulant en dehors de K. De l'uniforme ontinuité de f sur K
déoule l'existene d'une famille nie V de domaines k-anoïdes dans X dont la réunion K ′
ontient K et telle que, pour tout V ∈ V et tous x, y ∈ V , |f(x) − f(y)| ≤ ε/2. Appliquant
le lemme suivant au domaine k-analytique ompat K ′ et au sous-ensemble Σ réunion des
points de Shilov des V ∈ V et de la frontière de K, il existe une fontion g ∈ A0(X) telle que
gΣ = fΣ. Cette fontion s'annule sur la frontière de K
′
et appartient don à A0(X)K .
Étant donné V ∈ V, la fontion g satisfait, par onstrution, à l'inégalité
|g(x) − g(y)| ≤
ε
2
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pour tous points x, y ∈ Σ ∩ V et don, en vertu du prinipe du maximum,
|g(x) − g(y)| ≤
ε
2
pour tous x ∈ V , y ∈ Σ ∩ V . Fixant un point y dans l'ensemble non vide Σ ∩ V (il ontient
Γ(V )), il vient alors
|g(x) − f(x)| ≤ |g(x) − g(y)|+ |g(y) − f(x)| = |g(x) − g(y)|+ |f(y)− f(x)| ≤ ε
pour tout x ∈ V et, don
supK |f − g| ≤ supK ′ |f − g| = max
V ∈V
|f|V − g|V | ≤ ε.
La proposition est démontrée. 2
Lemme 3.2.8.  Soit K un domaine k-analytique ompat de X ; pour tout sous-ensemble
ni Σ ⊂ K et toute fontion f ∈ C0(K,R), il existe une fontion g ∈ A0(X) telle que
f(x) = g(x) pour tout point x ∈ Σ ; si, de plus, f ∈ A0(X)K , on peut supposer g ∈ A
0(X)K .
Démonstration. Soit K ′ ⊂ X un domaine k-analytique ompat tel que K ⊂ K ′ − ∂K ′.
Soit, pour tout point x ∈ Σ, Vx un voisinage k-anoïde onnexe de x dans K, Vx et Vy
étant disjoints si x 6= y. Notant V la réunion des Vx, x ∈ Σ, les propositions 3.1.21 et
3.1.22 garantissent l'existene d'une (unique) fontion g, ontinue sur X, harmonique sur
X − (∂V ∪ ∂K ∪ ∂K ′) et telle que :
 g∂Vx = f(x) pour tout x ∈ Σ ;
 g|∂K = f|∂K ;
 g|X−K ′ = 0.
La fontion g est lisse et, pour tout x ∈ Σ, sa restrition à Vx est onstante en vertu du
prinipe du maximum. On a don g(x) = f(x) pour tout x ∈ Σ et g appartient à A0(X)K si
et seulement si f appartient à C0(X,R)K . 2
Corollaire 3.2.9.  Le sous-espae A0(X) est dense dans l'espae de Fréhet C0(X,R).
Démonstration. L'appliation linéaire anonique C0c(X,R)c → C
0(X,R) est ontinue 
ar l'espae d'arrivée est loalement onvexe et ses restritions aux sous-espaes C0(X,R)K
sont ontinues  et d'image dense ; la densité de A0c(X) dans C
0(X,R) en déoule immédia-
tement.
On peut aussi diretement utiliser le lemme préédent. 2
Convenons enn de munir les espaes vetoriels A0c(X) et A
1
c(X) des topologies loalement
onvexe limites indutives des topologies vetorielles anoniques sur les espaes de dimension
nie A0c(X)S et A
1
c(X)S , où S parourt l'ensemble des parties nies de I(X),
A0c(X)S = A
0
c(X) ∩ Γ(X − S,HX)
et
A1c(X)S = {ω ∈ A
1(X) ; Supp(ω) ⊂ S} =
⊕
x∈S
Rδx.
Ce sont les plus nes des topologies loalement onvexes séparées sur es espaes vetoriels,
aratérisées par le fait que toute appliation linéaire à valeurs dans un espae vetoriel
loalement onvexe est ontinue. En partiulier, les espaes vetoriels duaux au sens algébrique
et au sens topologique sont les mêmes.
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3.2.3. Fontorialités.
Soient X, Y deux ourbes stritement k-analytiques lisses et p : Y → X un morphisme.
Fontorialités pour A0.
Vu la dénition des faiseaux A0X et A
0
Y , la proposition 2.3.19 montre que l'homomorphisme
p∗ : C0X → p∗C
0
Y envoie le sous-faiseau A
0
X dans le sous-faiseau p∗A
0
Y .
Lorsque le morphisme p est ni, don plat, il existe également un homomorphisme p∗ :
p∗A
0
Y → A
0
X tel que, pour tout ouvert Ω ⊂ X et toute setion ϕ de A
0
Y sur p
−1(Ω) :
(p∗ϕ)(x) =
∑
y∈p−1(x)
(degy p) ϕ(y).
Cela déoule en eet de la desription du faiseau A0X obtenue à la proposition 3.2.5.
l'homomorphisme de norme : Np : p∗O
×
Y → O
×
X dénit un homomorphisme p∗ du préfaiseau
p∗R log |O
×
Y | dans le préfaiseau R log |O
×
X | sur le G-site de X tel que, pour tout domaine
k-analytique V ⊂ X, toute fontion g ∈ OX(V )
×
et tout point x ∈ V ,
p∗ log |g|(x) = log |Np(g)|(x) =
∑
y∈p−1(x)
(degy p) log |g|(y)
(orollaire 2.1.9). Posant
FX = R log |O
×
X | et FY = R log |O
×
Y |
et notant (p∗FY )
′
le faiseau sur XG assoié au préfaiseau p∗FY , et homomorphisme se
prolonge anoniquement en un homomorphisme de faiseaux
p∗ : (p∗FY )
′ → A0X
et il sut de vérier que l'homomorphisme anonique
(p∗FY )
′ → p∗A
0
Y
est un isomorphisme de faiseaux. On onstate qu'il induit un isomorphisme entre les bres
en tout point x de X puisque
(p∗FY )
′
x = (p∗FY )x = (FY )p−1(x) =
⊕
y∈p−1(x)
(FY,x =
⊕
y∈p−1(x)
A0Y,x.
L'homomorphisme p∗ ainsi obtenu de p∗A
0
Y dans A
0
X est tel que
(p∗ϕ)(x) =
∑
y∈p−1(x)
(degy p)ϕ(y)
pour toute setion ϕ de p∗A
0
X au voisinage de x.
L'endomorphisme p∗p
∗
du faiseau A0X est la multipliation par (deg p).
Fontorialités pour A1.
Quel que soit le point x ∈ I(X), la bre p−1(x) du morphisme p est un sous-ensemble
loalement ni de I(Y ) et le morphisme de germes (Y, y) → (X,x) induit par p est ni : en
eet, l'image d'un morphisme onstant est un point appartenant à X − I(X) et la bre de
p au-dessus d'un point x de I(X) est non vide si et seulement si p est ni au voisinage de
p−1(x). Nous posons alors :
p∗δx =
∑
y∈p−1(x)
(degy p)δy.
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Cei permet d'assoier au morphisme p un homomorphisme p∗ : A1X → p∗A
1
Y ainsi déni :
pour tout ouvert Ω ⊂ X, une setion ω de A1X s'érit sous la forme
ω =
∑
x∈I(Ω)
a(x) δx,
a étant une fontion réelle sur I(Ω) s'annulant en dehors d'un sous-ensemble loalement ni,
et p∗ω est la setion ∑
x∈I(Ω)
a(x) p∗δx =
∑
y∈I(p−1(Ω))
(degy p)a(p(y)) δy
de A1Y sur p
−1(Ω).
Le morphisme p envoie I(Y ) dans I(X) s'il est quasi-ni ; sous ette ondition, l'image
direte au sens des mesures dénit un homomorphisme p∗ : p∗A
1
Y → A
1
X : pour tout ouvert
Ω ⊂ X et tout point y ∈ I(p−1(Ω)),
p∗δy = δp(y).
Lorsque p est ni, don plat, l'endomorphisme p∗p
∗
du faiseau A1X est la multipliation par
(deg p).
3.2.4. L'opérateur ddc.
Il est maintenant temps d'introduire un  opérateur de Laplae 
ddc : A0X → A
1
X ,
analogue non arhimédien du laplaien omplexe usuel ddc = ∂∂/iπ auquel la proposition
3.2.4 te tout mystère !
Théorème 3.2.10.  Il existe une manière et une seule de dénir, pour toute extension
non arhimédienne K/k et toute ourbe stritement K-analytique lisse X, un homomorphisme
de faiseaux ddc : A0X → A
0
Y satisfaisant aux deux onditions suivantes.
(i) Quelles que soient l'extension non arhimédienne K ′/K et la setion ϕ de A0X sur un
ouvert Ω ⊂ X,
ddcϕ = (pK ′/K)∗dd
cp∗K ′/Kϕ.
Le seond membre est l'image direte de la mesure ddcp∗K ′/Kϕ par lq projetion anonique
pK ′/K de X⊗̂KK
′
sur X.
(ii) Quels que soient la Spf(K◦)-ourbe simplement semi-stable Y et l'isomorphisme j de
Yη sur un domaine K-analytique ompat Y ⊂ X,
ddc(Φ ◦ τY) = j∗dd
cΦ
dans Γ(Y − ∂Y,A1Y ) pour toute fontion Φ ∈ A
0(S(Y)).
Démonstration. Considérons une extension non arhimédienne K/k et une ourbe stri-
tement K-analytique lisse X. Soient x un point dans I(X) et Y un voisinage stritement
K-anoïde de x dans X. Pour toute fontion ϕ ∈ A0(Y ), la proposition 3.2.4 garantit l'exis-
tene d'une extension nie (séparable) K ′/K ainsi que d'une Spf(K ′◦)-ourbe simplement
nodale Y, de bre générique Y ⊗K K
′
, telles que la fontion ϕ′ = ϕ ⊗ 1 s'érive Φ ◦ τY , ave
Φ = ϕ′|S(Y) ∈ A
0(S(Y)). Notons les deux faits suivants :
a) quelle que soit l'extension non arhimédienne K ′′/K ′,
ddcΦ = (pK ′′/K ′)∗dd
cp∗K ′′/K ′Φ
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(où pK ′′/K ′ est le morphisme anonique Y ⊗̂KK
′′ → Y ⊗K K
′
) en vertu de la proposition
2.2.21 et du point 4 de la remarque 1.2.8 ;
b) pour tout élatement admissible q : Y ′ → Y tel que Y ′ soit une Spf(K ′◦)-ourbe simplement
semi-stable,
ddcΦ = (qη)∗dd
cq∗ηΦ
en vertu de la proposition 2.2.26.
Vérions que le nombre réel ∫
{x}⊗KK ′
ddcΦ
ne dépend que du germe de ϕ au point x.
Étant données une extension nie (séparable) K ′′/K et une Spf(K ′′◦)-ourbe simplement
semi-stable Z telles que :
 Z = Zη soit un voisinage de {x} ⊗K K
′′
dans Y ⊗K K
′′
,
 ϕ|Z = Ψ ◦ τZ , ave Ψ ∈ A
0(S(Z)),
onsidérons une extension nie L de K oiant K ′ et K ′′. L'appliation de la proposition
2.2.27 à l'immersion anonique Z ⊗K ′′ L →֒ Y ⊗K L, ouplée aux remarques a) et b) qui
préèdent, fournit l'égalité ∫
{x}⊗KK ′′
ddcΨ =
∫
{x}⊗KK ′
ddcΦ.
À e stade, nous disposons, pour tout point x ∈ I(X), d'une appliation linéaire
ddcx : A
0
X,x → A
1
X,x = R δx,
uniquement aratérisée par l'égalité
ddcϕ =
(∫
{x}⊗kk′
ddc Φ
)
δx,
haque fois que le ouple (K ′,X ) et la fontion Φ vérient les onditions de l'énoné de la
proposition 3.2.4.
Quelle que soit la setion ϕ de A0X sur un ouvert Ω ⊂ X, l'ensemble des points x ∈ I(Y )
tels que ddcxϕ 6= 0 est loalement ni ; nous désignons alors par dd
cϕ l'élément∑
x∈I(X)
ddcxϕ
de A1X(Ω).
L'homomorphisme ddc : A0X → A
1
X que l'on vient de dénir satisfait aux deux onditions
de l'énoné (le point (i) déoulant de la remarque a) i-dessus) et 'est lairement le seul. 2
Corollaire 3.2.11
(i) Le noyau de l'homomorphisme ddc : A0X → A
1
X est le faiseau HX .
(ii) Pour tout point x ∈ I(X) et tout germe ϕ ∈ A0X,x admettant un minimum loal strit
en x, ∫
{x}
ddcϕ > 0.
(iii) Quel que soit l'ouvert Ω de X, l'appliation R-linéaire ddc : A0(Ω)→ A1(Ω) envoie le
sous-espae A0c(Ω) dans A
1
c(Ω).
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Démonstration.
(i) C'est une onséquene immédiate du théorème préédent et de la dénition 2.3.1.
(ii) Il sut d'observer que, pour toute S-ourbe simplement semi-stable Y dont la bre gé-
nérique est un voisinage de x et toute fontion Φ ∈ A0(S(Y)), la fontion ϕ = Φ ◦ τY a un
minimum loal strit au point x si et seulement si tel est la as pour Φ.
(iii) Étant donnée une fontion ϕ ∈ A0c(Ω) dont le support est ontenu dans un domaine
k-analytique ompat Y ⊂ X, il existe un sous-ensemble ni S de I(Y ) tel que ϕ|Y ∈ A
0
S(Y )
et le support de la mesure ddcϕ est ontenu dans S. 2
Proposition 3.2.12.  Soit Ω ⊂ X un ouvert ; pour toutes fontions lisses ϕ1 ∈ A
0
c(Ω)
et ϕ2 ∈ A
0(Ω),
∫
Ω
ϕ1 dd
cϕ2 =
∫
Ω
ϕ2 dd
cϕ1.
Démonstration. Supposant Ω onnexe, onsidérons un domaine stritement k-analytique
ompat Y ⊂ Ω tel que :
 le support de ϕ1 soit ontenu dans Y − ∂Y si la ourbe Ω n'est pas propre,
 Y = Ω si la ourbe Ω est propre.
Soient k′/k une extension nie et Y une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable telles qu'il
existe des fontions Φ1,Φ2 ∈ A
0(S(Y)) vériant Yη = Y ⊗k k
′
et (ϕi)|Y⊗kk′ = Φi ◦τY , i = 1, 2.
Appliquant la proposition 1.2.13 et le théorème 3.2.10, il vient
∫
Ω
ϕ1 dd
cϕ2 =
∫
Y
ϕ1 dd
cϕ2
=
∫
S(Y)
Φ1 dd
cΦ2
=
∫
S(Y)
Φ2 dd
cΦ1
=
∫
Y
ϕ2 dd
cϕ1 =
∫
Ω
ϕ2 dd
cϕ1.
2
Le omportement fontoriel de l'opérateur ddc s'obtient failement à partir de sa dénition
et de la formule préédente.
Proposition 3.2.13.  Soient X, Y deux ourbes stritement k-analytiques lisses et p :
Y → X un morphisme.
(i) Le diagramme
A0X
ddc //
p∗

A1X
p∗

p∗A
0
Y ddc
// p∗A
1
Y
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est ommutatif.
(ii) Lorsque p est ni et plat, le diagramme
p∗A
0
Y
ddc //
p∗

p∗A
1
Y
p∗

A0X ddc
// A1X
est ommutatif.
Démonstration.
(i) Quel que soit le point x dans I(X), la bre de p au-dessus de x est un sous-ensemble
loalement ni de I(Y ), non vide si et seulement si p est ni au voisinage de p−1(x). Vu la
dénition des homomorphismes p∗, il s'agit de prouver que, pour tout y ∈ p−1(x),
∫
{y}
ddcp∗ϕ =
(
degy p
) ∫
{x}
ddcϕ.
Quitte à remplaer la ourbe Y par la ourbe Y ′, réunion des omposantes irrédutible de Y
sur lesquelles le morphisme p est non-onstant, on peut supposer que les bres du morphisme
p sont nies.
Le morphisme p est ni au voisinage de y ; appliquant la proposition 2.2.27, il existe une
extension nie (séparable) k′/k et des Spf(k′◦)-ourbes simplement semi-stables X , Y telles
que :
 Xη (resp. Yη) soit un voisinage de {x} ⊗k k
′
(resp. de {y} ⊗k k
′
) dans X ⊗k k
′
(resp.
Y ⊗k k
′
) ;
 p induise un morphisme de S(Y) dans S(X ) ;
 ϕ|Xη = Φ ◦ τX , ave Φ ∈ A
0(S(X )).
Dans es onditions, (p∗ϕ)|Yη = (p
∗Φ) ◦ τY et
∫
{y}
ddcϕ =
∫
{y}⊗kk′
ddc(p∗Φ)
=
( ∑
y′∈{y}⊗kk′
degy′ p
)∫
{p(y′)}
ddcΦ
= (degy p)
∫
{x}⊗kk′
ddcΦ
= (degy p)
∫
{x}
ddcϕ.
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(ii) Soient Ω ⊂ X un ouvert et ϕ une fontion dans Γ(p−1(Ω),A0X) ; quelle que soit la fontion
ψ ∈ A0c(Ω), ∫
X
ψ ddcp∗ϕ =
∫
X
p∗ϕ dd
cψ
=
∑
x∈I(X)
∑
y∈p−1(x)
(degy p)ϕ(y)
∫
{x}
ddcψ
=
∑
y∈I(Y )
ϕ(y) (degy p)
∫
{p(y)}
ddcψ
=
∫
p−1(Ω)
ϕ p∗(ddcψ)
=
∫
p−1(Ω)
ϕ ddcp∗ψ
=
∫
p−1(Ω)
p∗ψ ddcϕ,
et l'on a ainsi établi l'égalité
ddcp∗ϕ = p∗dd
cϕ
dans l'espae de mesures A1(Ω). 2
Remarque 3.2.14.  L'homorphisme ddc : A0c(X) → A
1
c(X) est ontinu relativement aux
topologies introduites sur es espaes vetoriels à la n du paragraphe 3.2.2. L'espae vetoriel
topologique A1c(X) étant loalement onvexe, il sut en eet de vérier la ontinuité de la
restrition à A0c(X)S , S étant une partie nie de I(X) ; elle-i équivaut à la ontinuité de
ddc : A0c(X)S → A
1
c(X)S , qui est triviale puisque les deux espaes vetoriels sont de dimension
nie.
3.3. Courants et fontions de Green
L'objet de ette setion est l'introdution des espaes de ourants naturels permettant
l'étude de l'opérateur ddc.
3.3.1. Les espaes de ourants
Rappelons que l'on a introduit une struture d'espae vetoriel topologique loalement
onvexe sur A0c(X) et A
1
c(X) (f. n du paragraphe 3.2.2).
Définition 3.3.1.  Quel que soit l'ouvert Ω de X, les ourants de degré 0 (resp. de degré
1) sont les éléments de l'espae vetoriel D0(Ω) (resp. D1(Ω)), dual topologique de l'espae
vetoriel A1c(Ω) (resp. A
0
c(Ω)).
Les espaes vetoriels D0(X) et D1(X) sont munis de la struture d'espae vetoriel topo-
logique loalement onvexe dénie par la topologie faible.
Remarque 3.3.2.  Les topologies sur A0c(X) et A
1
c(X) sont telles que toutes appliation
linéaire à valeurs dans un espae vetoriel topologique loalement onvexe soit ontinue ; les
espaes D0(X) et D1(X) sont don également les duaux au sens algébrique.
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Proposition 3.3.3.  L'appliation linéaire
ι : D0(X)→ Hom(I(X),R), T 7→ (x 7→ 〈T, δx〉)
réalise un isomorphisme d'espaes vetoriels topologiques lorsque Hom(I(X),R) est muni de
la topologie de la onvergene simple.
Démonstration. Par onstrution, A1c(Ω) est l'espae vetoriel réel sur l'ensemble I(Ω) ; ι est
don un isomorphisme d'espaes vetoriels réels. Pour obtenir qu'il s'agit d'un isomorphisme
des strutures topologiques, il sut d'observer qu'un système fondamental de voisinages de 0
dans D0(X) (resp. dans Hom(I(X),R)) est formé des
V (ω1, . . . , ωn; ε) = {T ∈ D
0(X) ; |〈T, ωi〉| ≤ ε, 1 ≤ i ≤ n},
où ω1, . . . , ωn ∈ A
1
c(X) et ε > 0 (resp. des
W (S; ε′) = {f ∈ Hom(I(X),R) ; max
S
|f | ≤ ε′},
où S est une partie nie de I(X) et ε′ > 0) ; puisque
W (δx; ε
′) = V (δx; ε
′)
pour tous x ∈ I(X), ε′ > 0 et
V (ω; ε) ⊂W (Supp(ω); ε/
∫
X
|ω|),
pour tous ω ∈ A1c(X), ε > 0, où |ω| est la valeur absolue de ω, la topologie faible sur D
0(X)
oïnide bien ave la topologie de la onvergene simple sur I(X). 2
L'homomorphisme anonique C0(Ω,R)→ D0(Ω) est la restrition à I(Ω) ; 'est une injetion
puisque I(Ω) est un sous-ensemble partout dense de Ω.
L'opérateur ddc : A0c(Ω)→ A
1
c(Ω) induit par dualité une appliation R-linéaire
ddc : D0(Ω)→ D1(Ω)
s'insérant dans un diagramme ommutatif
A0(Ω)
ddc //

A1(Ω)

D0(Ω)
ddc
// D1(Ω)
où les èhes vertiales sont les injetions anoniques ('est une reformulation de la proposition
3.2.12).
Proposition 3.3.4.  L'appliation linéaire ddc : D0(X)→ D1(X) est ontinue.
Démonstration. Cela se onstate immédiatement sur la formule
〈ddcT,ϕ〉 = 〈T,ddcϕ〉,
T ∈ D0(X), ϕ ∈ A0c(X), qui dénit le prolongement de dd
c
à l'espae D0(X). 2
Le résultat suivant jouera le rle d'un énoné d'existene de partition de l'unité dans A0c(X)
(remarquer que, puisque le produit de deux fontions lisses n'est en général pas une fontion
lisse, l'existene d'une partition de l'unité dans A0c(X) n'implique pas la déomposition de
toute fontion lisse).
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Lemme 3.3.5.  Soient X une ourbe stritement k-analytique lisse et U un reouvrement
ouvert ; étant donnée une fontion lisse ϕ ∈ A0c(X), il existe un ranement loalement ni V
de U et des fontions lisses ϕV ∈ A
0
c(X), V ∈ V, telles que :
(i) Supp(ϕV ) ⊂ V pour tout V ∈ V ;
(ii) infX ϕ ≤ ϕV ≤ supX ϕ pour tout V ∈ V ;
(iii)
ϕ =
∑
V ∈V
ϕV .
Démonstration. Quitte à raner le reouvrement U , nous pouvons supposer qu'il est loa-
lement ni et que tous les ouverts le omposant sont onnexes et relativement ompats.
Première étape. Nous allons montrer qu'il existe un reouvrement ouvert loalement ni V de
X tel que :
- pour tout V ∈ V, ∂V soit un sous-ensemble ni de I(X) et V soit ontenu dans l'un des
ouverts U ∈ U ;
- haque point de
S =
⋃
V ∈V
∂V
soit ontenu dans un unique V ∈ V ;
- la fontion ϕ soit harmonique sur X − S.
Quitte à raner le reouvrement U , nous pouvons supposer qu'il est onstitué d'ouverts U
tels que ∂U soit en ensemble ni de points de type (2). Fixons en eet U0 ∈ U ; le fermé
F0 = Ω−
⋃
U∈U ,U 6=U0
U
est ontenu dans U0 et il existe un domaine stritement k-anoïde Y0 ⊂ U0 tel que
F0 ⊂ Y0 − ∂Y0.
On obtient un ranement U ′ de U en remplaçant U0 par U
′
0 = Y0 − ∂Y0. Appliquant le
même raisonnement à haun des ouverts U1,1, . . . , U1,n ∈ U reontrant U
′
0  il n'y en a
qu'un nombre ni , on obtient des ouverts U ′0, U
′
1,1, . . . , U
′
1,n tels que ∂U
′
1,i ⊂ I(X) pour tout
i et {U0, U
′
1,1, . . . , U
′
1,n} ∪ (U − {U0, U1,1, . . . , U1,n} soit un reouvrement de Ω ranant U ;
raisonnant par réurrene transnie, on obtient de la sorte un ranement U ′ de U tel que
l'adhérene de haque ouvert U ′ ∈ U ′ soit ontenu dans un ouvert U ∈ U et son bord soit un
ensemble ni de points de type (2). La réunion S0 des ∂U
′
, U ′ ∈ U ′ est un ensemble loalement
ni de points de type (2) qu'il est loisible d'agrandir en un ensemble loalement ni de points
de type (2) S tel que, de plus, la fontion ϕ soit harmonique sur X − S.
Quels que soient l'ouvert U ′ ∈ U ′ et la omposante onnexe C de X − S,
C ∩ U ′ = C ∩ U ′
puisque ∂U ′ = U ′ − U ′ est ontenu dans S. Cei implique don C ⊂ U ′ ou C ∩ U ′ = ∅. Soit
alors, pour tout point x ∈ S, Ωx la réunion des omposantes onnexes de X − S qui sont
adhérentes à x ; 'est un voisinage de x qui, d'après e que l'on vient de dire, est ontenu dans
haun des ouverts U ′ ∈ U ′ ontenant x.
La famille V = {Ωx}x∈S est un reouvrement ouvert loalement ni de Ω qui rane le
reouvrement U ′ ; S est la réunion des ∂Ωx, x ∈ S, et un point y de S appartient à l'ouvert
Ωx si et seulement si y = x. Ce reouvrement satisfait à toutes les propriétés requises.
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Seonde étape. Il ne reste plus grand hose à faire maintenant. Soit, pour tout v ∈ V, ϕV la
fontion ontinue sur V et harmonique sur V qui s'annule identiquement sur ∂V et oïnide
ave ϕ sur S ∩ V . Elle se prolonge naturellement en un élément de A0c(X), enore noté ϕV ,
identiquement nul en dehors de V . Tout point x de S étant ontenu dans un unique ouvert
V de V, la fontion ∑
V ∈V
ϕV ∈ A
0
c(X)
est égale à ϕ sur S ; le prinipe du maximum implique par onséquent l'identité
ϕ =
∑
V ∈V
ϕV .
Le support de haune des fontions ϕV est ontenu dans un ouvert de U et les inégalités du
point (ii) sont une évidentes.
La démonstration du lemme est ahevée. 2
Proposition 3.3.6.  Pour toute ourbe stritement k-analytique lisse X, la orrespon-
dane Ω 7→ Di(Ω) est un faiseau sur l'espae topologique X, i ∈ {0, 1}.
Démonstration. L'assertion est triviale pour i = 0 en vertu de l'identiation anonique
D0(Ω) = Hom(I(Ω),R).
Le as i = 1 se traite via un argument de  partition de l'unité  fondé sur le lemme
préédent.
Il s'agit de montrer, pour tout ouvert Ω ⊂ X et tout reouvrement ouvert U de Ω, qu'un
0-oyle de Cˇeh ρ = (ρU ) sur U à valeurs dans le préfaiseau D
1
est le obord d'un élément
ρ ∈ D1(Ω).
Soient ϕ une fontion dans A0c(X) et V un ranement de U tel que la onlusion du lemme
préédent soit vériée. Le nombre réel ∑
V ∈V
〈ρV , ϕV 〉
ne dépend pas du hoix de V ; il existe don un et un seul ourant ρ de degré 1 sur X tel que,
pour toute fontion lisse ϕ ∈ A0c(X) et tout reouvrement ouvert V ranant U et vériant la
onlusion du lemme préédent,
〈ρ, ϕ〉 =
∑
V ∈V
〈ρV , ϕV 〉;
il vérie la ondition ρ|U = ρU pour tout ouvert U ∈ U et est don le ourant herhé. 2
3.3.2. Fontions de Green élémentaires
L'étude de l'opérateur ddc ommene par la onstrution de fontions lisses partiulières.
Proposition 3.3.7.  Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse.
(i) Si X est propre et onnexe, il existe, pour tous points x, y ∈ I(Y ), une unique fontion
lisse gx,y ∈ A
0(X) telle que {
ddcgx,y = δy − δx
gx,y(x) = 0.
La fontion
I(X)2 → R, (x, y) 7→ gx,y(y)
81
est symétrique.
(ii) Quels que soient le domaine k-anoïde onnexe V ⊂ X et le point x ∈ I(V )− ∂V , il
existe une unique fontion lisse gVx ∈ A
0(X)V qui s'annule identiquement sur ∂V et telle que
le support de la mesure νVx = dd
cgVx + δx soit ontenu dans ∂V .
La fontion gVx est stritement positive sur V − ∂V .
Démonstration.
(i) Supposons la ourbe X propre et onnexe. Quels que soient les points x, y ∈ I(X), l'ouvert
Ω = X − {x, y} est relativement ompat et il existe, pour tout λ ∈ R, une unique fontion
hλ ∈ C
0(X,R) harmonique sur Ω et telle que hλ(x) = 0, hλ(y) = λ (propositions 3.1.19 et
3.1.20). C'est une fontion lisse et la mesure ddchλ s'érit c(λ)(δy − δx) (orollaire 3.2.11, (i)
et proposition 3.2.12).
Les seules fontions harmoniques sur X étant les fontions onstantes, hλ n'est pas harmo-
nique si λ 6= 0 ; l'appliation linéaire
c : R→ R, c(λ) =
∫
{x}
ddchλ
est don un isomorphisme. Il existe ainsi un unique λ ∈ R tel que c(λ) = 1.
La symétrie de la fontion I(X)2 → R, (x, y) 7→ gx,y(y) se déduit immédiatement de la
proposition 3.2.12 :
gx,y(y)− gy,x(x) =
∫
X
gx,y δy −
∫
X
gy,x δx
= −
∫
X
gx,y (δx − δy) +
∫
X
gy,x (δy − δx)
= −
∫
X
gx,y dd
cgy,x +
∫
X
gy,x dd
cgx,y
= 0.
(ii) Soient V un domaine k-anoïde onnexe de X et x ∈ I(V ) − ∂(V ). L'espae vetoriel
C0(V,R) ∩ Γ(V − (∂V ∪ {x}),HX) est isomorphe à Hom(∂V ∪ {x},R) via l'appliation de
restrition (orollaire 3.1.21) et le sous-espae F onstitué des fontions identiquement nulles
sur ∂V est une droite. La forme linéaire F → R, ϕ 7→
∫
{x} dd
cϕ est un isomorphisme (ar non
nulle) et il existe don une unique fontion gVx ∈ A
0(X)V telle que

∫
{x} dd
cgVx = −1 ;
 gVx s'annule identiquement sur ∂V .
La mesure νVx = dd
cgVx + δx est à support dans ∂V .
La fontion gVx n'est pas identiquement nulle sur V −∂V (ar non harmonique) ; puisqu'elle
s'annule en tout point de ∂V , elle admet don un extremum loal strit dans V −∂V . L'inéga-
lité (ddcgVx )|V−∂V = −δx ≤ 0 implique qu'il ne peut s'agir que d'un maximum par appliation
du orollaire 3.2.11, (ii) : gVx est don positive sur V . La strite positivité sur V − ∂V déoule
immédiatement de la onnexité de V et de l'harmoniité de gVx sur V − (∂V ∪ {x}). 2
Remarque 3.3.8.  Nous étendrons ultérieurement le point (i) de la proposition préédente
(théorème 3.3.13) tandis que la setion 3.6 sera onsarée à la généralisation du point (ii).
Corollaire 3.3.9.  Soit V ⊂ X un domaine k-anoïde onnexe ; reprenant les nota-
tions introduites dans la proposition 3.3.7 :
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(i) gVx (y) = g
V
y (x) pour tous points x, y ∈ I(V )− ∂V ;
(ii) pour toute fontion b sur ∂V , la fontion ontinue sur V et harmonique V − ∂V qui
oïnide ave b sur ∂V prend, au point x, la valeur∫
∂V
b dνVx .
(iii) Pour tout x ∈ I(V ) − ∂V , νVx est une mesure de probabilité dont le support est la
frontière de la omposante onnexe de x dans V − ∂V .
Démonstration. Le point (i) déoule diretement de la proposition 3.2.12 et de la nullité de
gVx , g
V
y sur ∂V :
gVx (y) = −
∫
X
gVx dd
cgVy = −
∫
X
gVy dd
cgVx = g
V
y (x).
Soit b ∈ Hom(∂V,R) et soit h la fontion dans H(V ) qui oïnide ave b sur ∂V (orollaire
3.1.21) ; le support de la mesure ddch est ontenu dans ∂V et, appliquant de nouveau la
proposition 3.2.12,
0 =
∫
X
gVx dd
ch =
∫
V
h ddcgVx =
∫
X
h dνVx − h(x) =
∫
∂V
b dνVx − h(x).
Le point (iii) se déduit immédiatement du préédent : quelle que soit en eet la fontion
positive b sur ∂V , la fontion h ∈ H(V ) qui oïnide ave b sur ∂V est positive et don∫
∂V
b dνVx = h(x) ≥ 0.
L'égalité h(x) = 0 est vériée si et seulement si h est identiquement nulle sur la omposante
onnexe de x dans V − ∂V (prinipe du maximum), d'où l'assertion sur le support de la
mesure νVx . Enn, le as de la fontion onstante b = 1 montre que ν
V
x est de masse totale 1.
2
Nous sommes maintenant en mesure d'ahever la démonstration de la proposition 3.1.3.
Corollaire 3.3.10.  Quel que soit l'ouvert Ω ⊂ X, une famille loalement bornée F
de fontions harmoniques sur Ω est équiontinue en tout point : pour tout x ∈ Ω et tout réel
ε > 0, il existe un voisinage V de x dans Ω tel que
sup
V
|u− u(x)| ≤ ε
pour toute fontion u ∈ F .
Démonstration. Soient x un point de Ω et V un voisinage k-anoïde onnexe de x dans Ω.
Etant donnée une fontion harmonique h sur Ω, le point (ii) du orollaire préédent fournit
l'identité
h(x) =
∫
∂V
h dνVx
et don, pour tout point y ∈ V − ∂V ,
|h(x) − h(y)| ≤
(
sup
∂V
|h|
)
sup
∂V
∫
V
d|νVx − ν
V
y |.
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Appliquant ette formule aux fontions u ∈ F , il reste à prouver l'existene, pour tout réel
ε > 0, d'un voisinage onnexe W de x dans V − ∂V tel que∫
X
d|νVx − ν
V
y | ≤ ε
pour tout point y ∈W . Cela sera aquis si l'on établit, pour tout point z ∈ ∂V , la ontinuité
de l'appliation
V − ∂V → R, y 7→
∫
{z}
ddcgVy .
Quel que soit le point t ∈ I(V ), la fontion réelle y 7→ gVy (t) sur V − ∂V est ontinue.
C'est trivial lorsque t ∈ ∂V ar 'est alors la fontion nulle. Si t ∈ I(V )− ∂V , le point (i) du
orollaire préédent montre que e n'est pas autre hose que la fontion lisse gVt .
Soient nalement W un domaine k-anoïde dans V − ∂V et h une fontion dans A0(V ),
nulle sur W ∪ (∂V − {z}) et prenant la valeur 1 au point z (lemme 3.2.8). La formule∫
{z}
ddcgVy =
∫
V
hddcgVy =
∫
V
gVy dd
ch =
∑
t∈∂W∪∂V
gVy (t)
∫
{t}
ddch,
pour tout point y ∈W − ∂W , met en évidene la ontinuité de l'appliation
W − ∂W → R, y 7→
∫
{z}
ddcgVy .
2
Il est bien onnu que l'opérateur diérentiel ddc sur une surfae de Riemann omplexe est
elliptique, propriété qui implique sa régularité : un ourant T de degré 0 est déni par une
fontion lisse si et seulement si le ourant ddcT est déni par une 2-forme diérentielle lisse.
Cette dernière assertion est également valable dans le ontexte non arhimédien.
Proposition 3.3.11.  L'image de l'injetion anonique A0(X) →֒ D0(X) est le sous-
espae des ourants T de degré 0 tels que ddcT ∈ A1(X).
Lemme 3.3.12.  L'injetion anonique A0(X) →֒ D0(X) induit un isomorphisme de
Γ(X,HX) sur ker dd
c
.
Démonstration. Vu la ompatibilité de l'opérateur ddc aux injetions anoniques A0(X) →֒
D0(X) et A1(X) →֒ D1(X), l'inlusion
Γ(X,HX) ⊂ ker(dd
c : D0(X)→ D1(X))
est le point (i) du orollaire 3.2.11.
Soit T ∈ D0(X) un ourant tel que ddcT = 0.
Considérons des domaines k-anoïdes V ′ ⊂ V dans X dont les bords de Shilov sont réduits
à un point : Γ(V ) = {y} et Γ(V ′) = {y′}, ave y, y′ ∈ I(X). Le point (ii) de la proposition
3.3.7 garantit l'existene d'une fontion gVy′ ∈ A
0
c(X) telle que{
ddcgVy′ = δy − δy′
gVy′(y) = 0 ;
utilisant l'hypothèse ddcT = 0, il en déoule
0 = 〈ddcT, gVy′〉 = 〈T,dd
cgVy′〉 = T (y)− T (y
′).
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Cette formule permet de prolonger la fontion T : I(X) → R à l'espae X tout entier :
un point x ∈ X − I(X) admet en eet un système fondamental de voisinages onstitué de
domaines k-anoïdes V ayant un unique point de Shilov et, si Γ(V ) = {y}, il sut de poser
T (x) = T (y).
Soient V ⊂ X un domaine k-anoïde et h l'unique fontion dans H(V ) dont la restrition à
∂V ⊂ I(X) est égale à T ; invoquant de nouveau le point (ii) de la proposition 3.3.4, l'équation
ddcT = 0 implique, pour tout point x ∈ I(V )− ∂V ,
0 = 〈ddcT, gVx 〉 = 〈T,dd
cgVx 〉 =
∫
∂V
T dνVx − T (x)
et don T (x) = h(x) (orollaire 3.3.9, (ii)).
Les fontions h et T|V oïnident sur I(V ) et sont onstantes au voisinage de haun des
points de V − I(V ) : elles sont don égales en vertu de la densité de I(V ) dans V .
Nous avons ainsi établi l'harmoniité de la fontion réelle T . 2
Démonstration de la proposition 3.3.11. Soit T ∈ D0(X) tel que ddcT soit une forme
lisse ω sur X.
Étant donné un domaine k-analytique ompat Y ⊂ X, il existe un sous-ensemble ni S
de I(Y ) ⊂ I(X) ontenant ∂Y et tel que ω|Y appartienne à l'espae A
1
S(Y ). La restrition de
T à une omposante onnexe Ω de Y −S vériant l'équation ddcT|Ω = 0, le lemme préédent
fournit une fontion harmonique hΩ sur Ω oïnidant ave T sur I(Ω). La fontion réelle ϕY
sur Y telle que ϕY = T sur S et ϕY = hΩ sur haque omposante onnexe Ω de Y − S est
une fontion lisse.
Il est lair qu'il existe une unique fontion lisse ϕ ∈ A0(X) telle que ϕ|Y = ϕY pour tout
domaine k-analytique ompat Y ⊂ X ; ette fontion oïnide ave T sur I(X). 2
Nous sommes désormais en mesure de résoudre l'équation ddcT = ρ pour tous ourants
T ∈ D0(X) et ρ ∈ D1(X) dans le as d'une ourbe onnexe X vériant l'une des onditions
suivantes :
- X est isomorphe à l'analytiée d'une k-ourbe algébrique ;
- X est isomorphe à la omposante onnexe de l'intérieur d'un espae stritement k-anoïde.
Remarquons que le premier as envisagé englobe en partiulier elui où la ourbe X est
propre puisque toute ourbe k-analytique propre et onnexe est isomorphe à l'analytiée d'une
k-ourbe algébrique ([3℄, 3.4.14).
Théorème 3.3.13.  Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse, onnexe et véri-
ant l'une des onditions suivantes :
- X est isomorphe à l'analytiée d'une k-ourbe algébrique ;
- X est isomorphe à une omposante onnexe de l'intérieur d'un domaine k-anoïde.
L'image de l'appliation ddc : D0(X)→ D1(X) est
(i) l'espae D1(X) tout entier si X est n'est pas propre ;
(ii) l'hyperplan {ρ ∈ D1(X) | 〈ρ, 1〉 = 0} si X est propre.
Démonstration.
(ii) Traitons tout d'abord le as d'une ourbe stritement k-analytique lisse, propre et onnexe ;
omme on l'a préédemment observé, une telle ourbe est isomorphe à l'analytiée d'une k-
ourbe algébrique propre et lisse en vertu de la proposition 3.4.14 de [3℄. L'inlusion
ddcD0(X) ⊂ {ρ ∈ D1(X) ; 〈ρ, 1〉 = 0}
85
est évidente ; réiproquement, étant donné un ourant ρ ∈ D1(X) tel que 〈ρ, 1〉 = 0, xons un
point x ∈ I(X) et onsidérons la fontion réelle T sur I(X) dénie par
T (y) = 〈ρ, gx,y〉,
gx,y étant l'élément de A
0(X) aratérisé par les onditions{
ddcgx,y = δy − δx
gx,y(x) = 0
(proposition 3.3.7, (i)).
Quelle que soit la fontion lisse ϕ ∈ A0(X), l'élément
ϕ˜ =
∫
X
gx,y (dd
cϕ)(y) =
∑
y∈I(X)
(∫
{y}
ddcϕ
)
gx,y
de A0(X) vérie l'équation ddcϕ˜ = ddcϕ ; ϕ− ϕ˜ est par onséquent une fontion harmonique
sur X, don onstante, et l'on obtient la formule intégrale
ϕ = ϕ(x) +
∫
X
gx,y (dd
cϕ)(y).
Nous pouvons maintenant onlure : pour toute fontion ϕ ∈ A0(X),
〈ρ, ϕ〉 = 〈ρ, ϕ(x) +
∫
X
gx,y (dd
cϕ)(y)〉 = ϕ(x)〈ρ, 1〉 +
∫
X
〈ρ, gx,y〉 (dd
cϕ)(y)
=
∫
X
T ddcϕ = 〈T,ddcϕ〉
et don ddcT = ρ.
(i) Considérons maintenant une ourbe stritement k-analytique lisse et onnexe X, isomorphe
à l'analytiée d'une k-ourbe algébrique ane ou à une omposante onnexe de l'intérieur d'un
espae k-anoïde. Nous vérierons un peu plus loin que es hypothèses garantissent que X
est la réunion d'une suite (Vn) de domaines stritement k-anoïdes dans X telle que, pour
tout n :
- Vn ⊂ Vn+1 − Vn ;
- la frontière de haune des omposantes onnexes C de Vn+1 − Vn est telle que Card(∂C ∩
Vn) = Card(∂C ∩ Vn+1) = 1.
Tenant ei pour aquis, il est faile de onlure la démonstration du théorème.
Première étape. Remarquons tout d'abord que, pour tout n et toute omposante onnexe C
de Vn+1−Vn, l'espae vetoriel Γ(C−∂C,HX) est de dimension 2. Étant donnée une fontion
h ∈ H(Vn), il existe, pour toute omposante onnexe C de Vn+1 − Vn, une unique fontion
ontinue hC sur C qui soit harmonique sur C − ∂C, oïnide ave h au point z de ∂V n ∩ ∂C
et telle que ∫
{z
}ddchC = −
∫
{z}
ddch ;
la fontion h′ sur Vn+1 dénie par :
h′ =
{
h sur Vn
hC sur la omposante onnexe C de Vn+1 − Vn
appartient alors à l'espae H(Vn+1). Nous venons d'établir la surjetivité de l'appliation de
rédution
H(Vn+1)→ H(Vn).
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Seonde étape. Soit maintenant ρ un ourant dans D1(X). Nous onsidérons une suite (Vn) de
domaines stritement k-anoïdes qui satisfait aux onditions formulées plus haut et un point
x dans I(V0)− ∂V0. Utilisant les notations introduites à la proposition 3.3.7, dénissons pour
tout entier naturel n une fontion T˜n sur I(Vn)− ∂Vn en posant
T˜n(y) = −〈ρ, g
Vn
y 〉.
Quels que soient n > m et la fontion lisse ϕ ∈ A0c(X) dont le support est ontenu dans Vm,
ϕ(y) = −
∫
X
ϕ ddcgVny = −
∫
X
gVny dd
cϕ
pour tout point y ∈ Vn − ∂Vn. Par appliation de la formule de symétrie
gVny (z) = g
Vn
z (y),
y, z ∈ Vn − ∂Vn (orollaire 3.3.9 (i)), nous obtenons la formule intégrale
ϕ = −
∫
X
gVny (dd
cϕ)(y)
dans A0(X).
Pour tout ouple (m,n) d'entiers naturels tel que n > m déoule de e qui préède l'égalité
〈ρ, ϕ〉 = 〈T˜n,dd
cϕ〉,
ϕ ∈ A0(X)Vm , et don l'identité des ourants dd
cT˜n et ρ sur Vn − ∂Vn.
Dénissons maintenant par réurrene une suite (Tn), Tn ∈ D
0(Vn − ∂Vn) :
- T0 = T˜0 ;
- pour tout n ≥ 0, Tn+1 = T˜n+1 − h
′
n, où h
′
n est une fontion dans H(Vn+1) qui prolonge la
fontion hn ∈ H(Vn) dénie par la formule
(T˜n+1)|Vn−∂Vn = Tn + hn.
Pour tout n, ddcTn = ρ|Vn−∂Vn et Tn+1 − |Vn − ∂Vn = T − n ; il existe don un et un seul
T ∈ D0(X) tel que
T|Vn−∂Vn = T − n
pour tout n, et e ourant satisfait à l'équation
ddcT = ρ.
La démonstration du théorème sera omplète lorsqu'on aura établit que X est la limite
d'une suite de domaines stritement k-anoïdes vériant les propriétés énonées plus haut.
Lorsque X est isomorphe à une omposante onnexe de l'intérieur d'un domaine k-anoïde,
ela est le ontenu de la proposition 2.2.23.
Vérions-le ensuite lorsque X est isomorphe à l'analytiée d'une k-ourbe algébrique ane.
Érivons X sous la forme X = X − Z, où X est (isomorphe à l'analytiée d') une k-ourbe
propre et régulière et Z est un ensemble ni de points x tels que [κ(x) : k] <∞. Chaque x ∈ Z
admet un système fondamental dénombrable de voisinages onstitué de domaines stritement
k-anoïdes Wx,n ayant un seul point de Shilov et tels que Wx,n+1 ⊂ Wx,n − ∂Wx,n. Notons
Ωx,n la omposante onnexe de Wx,n − ∂Wx,n ontenant x et soit
Vn = X −
⋃
x∈Z
Ωx,n.
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Pour tout n, Vn est un domaine stritement k-anoïde de X, Vn ⊂ Vn+1 − ∂Vn+1 et
Vn+1 − Vn =
⋃
x∈Z
(X − Ωx,n+1) ∩ (X − Vn)
=
⋃
x∈Z
Ωx,n ∩ (X − Ωx,n+1).
Les omposantes onnexes de Vn+1 − Vn sont les Cx = Ωx,n ∩ (X − Ωn+1,x), x ∈ Z, et
∂Cx = ∂Ωn,x ∪ ∂Ωx,n+1
renontre bien Vn (resp. Vn+1) en un seul point.
La démonstration du théorème est maintenant ahevée. 2
3.3.3. La formule de Poinaré-Lelong
Illustrons enn l'utilisation de l'opérateur ddc au sens des ourants en démontrant la formule
de Poinaré-Lelong sur une ourbe stritement k-analytique lisse X.
Notant X0 l'ensemble des points x ∈ X tels que [κ(x) : k] <∞, le groupe des 0-yles sur X
est par dénition le sous-groupe Z0(X) du groupe abélien Hom(X0,Z) onstitué des fontions
dont le support est loalement ni. L'élément (x 7→ nx)x∈X0 de Z0(X) se note lassiquement
sous la forme ∑
x∈X0
nx[x].
À tout point x ∈ X0 est assoiée une mesure atomique δ[x] sur X, dénie par
δ[x] = [κ(x) : k]δx.
On obtient, par linéarité, une appliation
Z0(X)→ D
1(X), D 7→ δD
telle que, pour tout 0-yle D sur X dont le support est ni,∫
X
1 δD = deg(D).
Étant donnée une fontion méromorphe régulière (i.e. inversible sur un ouvert dense) f sur
X, les points x ∈ X tels que f(x) = 0 ou f−1(x) = 0 forment un sous-ensemble loalement
ni de X et appartiennent tous à X0. Puisque X est supposée lisse, le (0-yle assoié au)
diviseur de f est l'élément de Z0(X) déni par la formule usuelle :
div(f) =
∑
x∈X0
ordx(f)[x].
Plus généralement, tout sous-espae stritement k-analytique fermé et nulle part dense Y
de X détermine un élément [Y ] de Z0(X), déni par
[Y ] =
∑
x∈X0
lg(OY,x)[x].
Remarque 3.3.14.  Quelle que soit l'extension non arhimédienne K/k, la bre du mor-
phisme anonique pK : X⊗̂kK → X au-dessus d'un point x de X0 est un sous-ensemble ni
de (X⊗̂kK)0. Il existe don un et un seul homomorphisme de groupes abélien p
∗
K : Z0(X)→
Z0(X⊗̂kK) tel que
p∗K [x] = [p
∗
K(x)]
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(yle assoié à l'espae K-analytique p−1K (x)).
La vériation des deux propriétés suivantes est triviale :
 pour tout D ∈ Z0(X), δD = (pK)∗δp∗
K
D ;
 pour toute fontion méromorphe régulière f sur X, p∗Kf est une fontion méromorphe
régulière sur X⊗̂kK et
div(p∗Kf) = p
∗
Kdiv(f)
dans Z0(X⊗̂kK).
Proposition 3.3.15.  Formule de Poinaré-Lelong
Quelle que soit la fontion méromorphe régulière f sur X, le ourant log |f | satisfait à l'équa-
tion
ddc log |f | − δdiv(f) = 0.
Démonstration. Il s'agit d'établir la formule∫
X
log |f | ddcϕ =
∫
X
ϕ δdiv(f)
pour toute fontion ϕ ∈ A0c(X).
Soient don ϕ ∈ A0c(X) et Y ⊂ X un domaine stritement k-analytique ompat tel que
Y − ∂Y ontienne le support de ϕ. La forme lisse ddcϕ est portée par un ensemble ni S
de points de I(Y ) − ∂Y et il existe don, en vertu du lemme 2.2.22, une extension nie
(séparable) k′/k et une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable Y, de bre générique Y ⊗k k
′
,
telles que la fontion p∗k′ϕ soit harmonique sur Y ⊗k k
′−S(Y) (pk′ est la projetion anonique
X ⊗k k
′ → X).
Les identités
ddcϕ = (pk′)∗dd
cp∗k′ϕ
(théorème 3.2.10) et
δdiv(f) = (pk′)∗δdiv(p∗
k′
f)
(remarque préédente) permettent de supposer k′ = k.
Dans es onditions, ϕ = Φ ◦ τY et∫
X
log |f | ddcϕ =
∫
S(Y)
F ddcΦ =
∫
S(Y)
Φ ddcF =
∫
S(Y)−∂Y
Φ ddcF,
F étant la restrition de log |f | à S(Y). Nous pouvons maintenant appliquer le point (iii) de
la proposition 2.2.24 pour obtenir∫
X
log |f | ddcϕ =
∫
S(Y)−∂Y
Φ ddcF
=
∑
x∈S(Y)−∂Y
Φ(x)
∫
τ−1Y (x)
δdiv(f)
=
∑
x∈S(Y)
∫
τ−1Y (x)
ϕ δdiv(f)
=
∫
X
ϕ δdiv(f).
2
Remarque 3.3.16.  Rappelons que, par onvention, la notation log désigne le logarithme
népérien (ou naturel). Il peut être utile d'observer ii que l'opérateur ddc dépend impliitement
de ette onvention, via la dénition de la struture entière sur les polyèdres S(|a|) (2.2.1).
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3.4. Fontions sous-harmoniques et mesures de Radon positives
Nous poursuivons dans ette setion l'étude des fontions sous-harmoniques sur une ourbe
stritement k-analytique lisse X, dénies en 3.1.2, à l'aide de l'opérateur ddc. Les notations
introduites dans l'énoné de la proposition 3.3.7 seront librement employées.
3.4.1. Le théorème d'approximation.
En vertu de la proposition 3.4.10, une fontion sous-harmonique u surX dénit une fontion
réelle sur I(X) et détermine par onséquent un ourant dans D0(X).
Lemme 3.4.1.  L'appliation
SH(X)→ D0(X), u 7→ u|I(X)
est injetive et son image est l'ensemble des ourants T ∈ D0(X) satisfaisant à la ondition
suivante :
pour tout domaine k-anoïde V ⊂ X et tout point x ∈ I(V )− ∂V ,
T (x) ≤ 〈T, νVx 〉.
Démonstration. Soient u une fontion sous-harmonique sur X et x un point dans X− I(X).
Étant donnée une suite déroissante (Vn) de domaines k-anoïdes de X dont le bord de
Shilov Γ(Vn) est réduit à un point xn et telle que
{x} =
⋂
n
Vn,
le prinipe du maximum (proposition 3.1.11) implique les inégalités u|Vn ≤ u(xn) ; la suite
(u(xn)) est don déroissante et u(x) ≤ infn u(xn). D'autre part, en vertu de la semi-ontinuité
supérieure de u,
u(x) ≥ limsupnu(xn) = infn
u(xn).
La fontion u est ainsi uniquement déterminée par sa restrition au sous-ensemble I(X) de
X.
La desription de l'image de l'appliation SH(X)→ D0(X) est une appliation direte du
point (ii) du orollaire 3.3.9. 2
Le lemme préédent nous permettra de ne pas distinguer une fontion sous-harmonique sur
X du ourant de degré 0 qu'elle détermine.
Une fontion sous-harmonique sur une surfae de Riemann est, loalement, l'enveloppe in-
férieure d'une famille déroissante de fontions sous-harmoniques lisses ([19℄, Theorem 2.5.5).
Cette assertion est également vraie dans un ontexte non arhimédien, la démonstration en
étant qui plus est élémentaire.
Théorème 3.4.2.  Soient Ω un ouvert d'une ourbe stritement k-analytique lisse X et
u ∈ SH(Ω). Pour tout ouvert relativement ompat Ω′ ⊂ Ω, la restrition de u à Ω′ est
l'enveloppe inférieure d'une famille déroissante de fontions sous-harmoniques lisses.
Démonstration. On peut supposer que l'ouvert relativement ompat Ω′ ⊂ Ω est de la forme
Y − ∂Y , Y ⊂ X étant un domaine k-analytique ompat.
Étant donné un sous-ensemble ni S ⊂ I(Y ) ontenant ∂Y , déoule des propositions 3.1.19
et 3.1.20 l'existene d'une unique fontion uS appartenant à A
0(Y ), harmonique sur Y − S
et oïnidant ave u sur S.
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La sous-harmoniité de u sur Y − S implique l'inégalité u|Y ≤ uS ; par suite, pour tout
sous-ensemble ni S′ de I(Y ) ontenant S, uS majore uS′ sur le bord S
′
de Y − S′ et uS′ ≤
uS , en vertu du prinipe du maximum (proposition 3.1.1) appliqué aux fontions uS et uS′ ,
harmoniques sur Y − S′. La famille (uS)S est don déroissante.
La fontion lisse uS est sous-harmonique sur Y −∂Y . Soient en eet V ⊂ Y −∂Y un domaine
k-anoïde et h une fontion dans H(V ) qui majore uS sur ∂V . Puisque u|Y ≤ uS, h majore
a fortiori u sur ∂V , et don sur tout V par sous-harmoniité ; omme u et uS oïnident sur
S, il s'ensuit que h majore u sur le bord S′′ = (S ∩V )∪ ∂V de l'ouvert V −S′′. Une nouvelle
appliation du prinipe du maximum aux fontions harmoniques h|V−S′′ et (uS)|V−S′′ fournit
alors l'inégalité
uS ≤ h
sur V .
La famille (uS)S  S parourant l'ensemble ltrant des parties nies de I(Y ) ontenant
∂Y  est minorée en tout point de I(X) ; son enveloppe inférieure u est don une fontion
sous-harmonique sur X (proposition 3.1.8). La démonstration s'ahève en invoquant le lemme
3.4.1 : les fontions sous-harmoniques u et u|Y−∂Y , trivialement égales sur I(Y ) − ∂Y , sont
identiques. 2
Remarque 3.4.3.  La démonstration i-dessus s'adapte aisément dans un ontexte arhi-
médien et permet de démontrer un résultat d'approximation global pour les fontions sous-
harmoniques sur une surfae de Riemann (voir la proposition 4.2.14).
La aratérisation des fontions sous-harmoniques lisses est sans surprise.
Proposition 3.4.4.  Une fontion lisse ϕ ∈ A0(X) sur une ourbe stritement k-
analytique lisse X est sous-harmonique si et seulement si ddcϕ ≥ 0.
Démonstration. Soit ϕ une fontion dans A0(X) telle que ddcϕ ≥ 0.
Soient V ⊂ X un domaine k-anoïde et h une fontion dans H(V ) qui majore ϕ sur ∂V ;
il est susant, pour prouver l'inégalité
ϕ|V ≤ h,
d'établir que ϕ|V est majorée par la fontion h
′
dans H(V ) qui oïnide ave ϕ sur ∂V (ar
h′ ≤ h d'après le prinipe du maximum).
L'inégalité ddc(h′ − ϕ) = −ddcϕ ≤ 0 sur V − ∂V implique que la fontion h′ − ϕ n'a pas
de minimum loal strit sur V − ∂V (orollaire 3.2.11, (ii)) ; elle atteint don son minimum
en un point de ∂V et, puisque (h′ − ϕ)|∂V = 0,
ϕ|V ≤ h
′.
La fontion ϕ est ainsi sous-harmonique sur X.
Soit réiproquement ϕ ∈ A0(X) une fontion lisse et sous-harmonique. Étant donné un
point x du support S de ddcϕ, onsidérons un domaine k-anoïde V ⊂ X tel que S ∩ (V −
∂V ) = {x} et soit h la fontion h ∈ H(V ) qui est égale à ϕ sur S. La fontion ϕ|V − h est
négative et elle s'annule identiquement sur ∂V .
La forme lisse (ddc(ϕ−h))|V−∂V = (dd
cϕ)|V −∂V est, par hypothèse, non nulle et portée par
{x}. La première ondition implique l'existene d'un minimum loal strit pour la fontion
(ϕ − h)|V −∂V et elui-i est néessairement réalisé en un point y ∈ I(Y ) − ∂Y ar ϕ − h est
loalement onstante en tout point de Y − I(Y ). On en déduit l'inégalité∫
{y}
ddcϕ > 0
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par appliation du point (ii) du orollaire 3.2.11 et don y = x, (ddcϕ)|V−∂V ≥ 0.
Cei établit la positivité de la forme lisse ddcϕ. 2
Corollaire 3.4.5.  Soient X une ourbe stritement k-analytique lisse, K/k une ex-
tension non arhimédienne et pK : X⊗̂kK → X la projetion anonique ; étant donnée une
fontion sous-harmonique u sur X, la fontion p∗Ku est sous-harmonique sur X⊗̂kK.
Démonstration. Puisqu'il est loisible de raisonner loalement, nous pouvons, en vertu du
théorème 3.4.2, supposer que u est l'enveloppe inférieure d'une famille (ϕλ) de fontions sous-
harmoniques lisses. La fontion pK∗u est alors l'enveloppe inférieure de la famille de fontions
lisses p∗Kϕλ et il sut don de traiter le as d'une fontion sous-harmonique lisse.
Soit u une fontion sous-harmonique lisse et vérions que la mesure ddcp∗Ku est positive.
La formule
ddcp∗Ku = pK ′/K∗dd
cp∗K ′u
pour toute extension non arhimédienne K ′/K (théorème 3.2.10) permet d'agrandirK à loisir.
Considérons un domaine stritement k-anoïde Y ⊂ X et une extension nie k′/k telle que
Y ⊗k k
′
soit isomorphe à la bre générique d'une Spf(k′◦)-ourbe simplement semi-stable Y
et que la fontion p∗k′u s'érive sous la forme U ◦ τ , ave U ∈ A
0(S(Y)) (proposition 3.2.4) ;
la sous-harmoniité de u implique elle de U puisque ddcU = ddcu (théorème 3.2.10). Soient
maintenant K ′ une extension non arhimédienne de k oiant K et k′ et p : S(Y)K ′ → S(Y)
l'appliation induite par la projetion anonique de X⊗̂kK
′
sur X ⊗k k
′
. La fontion p∗U est
sous-harmonique sur S(Y)K et il en est par onséquent de même pour p
∗
K ′u = p
∗U ◦ τK ′.
Comme mentionné au début de la démonstration, la sous-harmoniité de p∗K ′u implique
elle de p∗Ku. 2 2
L'utilisation simultanée du théorème d'approximation et de la aratérisation des fontions
sous-harmoniques lisses permet également de répondre à une question naturelle mentionnée
à la remarque 3.1.7.
Proposition 3.4.6.  Soient X une S-ourbe simplement semi-stable et u une fontion
sous-harmonique sur Xη ;
 la restrition U de u au squelette S(X ) de X est une fontion réelle sous-harmonique (=
onvexe) ontinue ;
 u ≤ U ◦ τX .
Démonstration. L'inégalité u ≤ U ◦ τX est une onséquene immédiate du prinipe du
maximum puisque les bres de la rétration τX sont des domaines k-anoïdes dont le bord
est réduit à un point.
La restrition U de u au squelette S(X ) est à valeurs nies ar S(X ) ⊂ I(Xη) et, ompte
tenu du théorème 3.4.2, U est l'enveloppe inférieure d'une famille déroissante de fontions
qui sont les restritions de fontions lisses et sous-harmoniques sur Xη. Il est par onséquent
susant de prouver qu'une fontion lisse et sous-harmonique ϕ sur Xη se restreint en une
fontion ane par moreaux et sous-harmonique sur le polyèdre S(X ).
Nous pouvons supposer la ourbe quasi-ompate puisque la question est loale sur S(X ) ;
l'assertion sera d'autre part démontrée si elle l'est après passage à une extension nie k′ de k.
Appliquant la proposition 3.2.4 et le lemme 2.2.22, il existe dans es onditions un élatement
admissible q : Y → X tel que :
 Y soit une S-ourbe simplement semi-stable,
 ϕ = Φ ◦ τY , ave Φ = ϕ|S(Y) ∈ A
0(S(Y)).
La fontion Φ est sous-harmonique puisque ddcΦ = ddcϕ ≥ 0 (théorème 3.2.10).
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D'après la proposition 2.2.26, S(X ) est un domaine polyédral dans S(Y) tel que haque
omposante onnexe de S(Y)−S(X ) n'ait qu'un seul point frontière. Il en déoule tout d'abord
que la restrition Φ′ de ϕ à S(X ) est une fontion ontinue et ane par moreaux puisque
Φ′ = Φ|S(X ). C'est en outre une fontion sous-harmonique : Φ est en eet déroissante au
voisinage de la frontière de S(Y)− S(X ) en vertu du prinipe du maximum, e qui implique
ddcΦ′ ≥ ddcΦ ≥ 0.
2
Remarque 3.4.7.  Réiproquement, étant donnée une S-ourbe simplement semi-stable
X et une fontion sous-harmonique F sur S(X ), la fontion τ∗XF est évidemment sous-
harmonique sur X : représentant F omme l'enveloppe inférieure d'une suite déroissante
(Φn) de fontions anes par moreaux et sous-harmoniques sur S(X ), τ
∗F est l'enveloppe
inférieure de la suite des fontions lisses et sous-harmoniques τ∗XΦn (voir [32℄ pour l'utilisation
de fontions sur X dénies via des des (diérenes de) fontions onvexes sur les polyèdres
S(X )).
3.4.2. Parties polaires.
Un sous-ensemble E d'une ourbe stritement k-analytique lisse X est dit polaire s'il admet
un reouvrement dénombrable par des ouverts onnexes Ω ⊂ X sur lesquels existe une fontion
u ∈ SH(Ω) telle que E ∩Ω ⊂ {u = −∞}.
Remarque 3.4.8
1. La ondition de dénombrabilité introduite dans ette dénition est néessaire à l'exis-
tene, pour toute partie polaire E ⊂ X, d'une fontion sous-harmonique globale sur X
prenant la valeur −∞ en tout point de E, ainsi qu'à une aratérisation apaitaire des
parties polaires (théorème 3.6.11 et remarque 3.6.12).
2. La ondition de dénombrabilité, jointe à la semi-ontinuité supérieure des fontions sous-
harmoniques, implique immédiatement que tout sous-ensemble polaire de X est ontenu
dans un borélien polaire.
Nous noterons P(X) l'ensemble des points x ∈ X tels que le singleton {x} soit polaire ; il
est lair que les parties polaires de X sont des sous-ensembles de P(X).
Remarque 3.4.9.  Les deux propriétés suivantes se déduisent immédiatement de la pro-
position 3.1.14 :
1. Quel que soit le morphisme quasi-ni f : Y → X, f−1(P(X)) ⊂ P(Y ).
2. Pour toute extension non arhimédienne K/k, p−1K (P(X)) ⊂ P(X⊗̂kK).
Proposition 3.4.10.  Pour toute ourbe stritement k-analytique lisse X, P(X) est
exatement l'ensemble des points de X de type (1).
Démonstration. Rappelons qu'un point x d'une ourbe stritement k-analytique est de
type (1) si l'extension non arhimédienne H(x)/k se plonge dans la omplétion d'une lture
algébrique de k. (2.1.3)
Tout point x de type (1) dans A1k est polaire : étant donnés une suite déroissante (En) de
disques fermés dans A1k de limite {x} et, pour tout n, un point xn ∈ En tel que l'extension
κ(xn)/k soit nie, de polynme minimal unitaire fn ∈ k[T ], les fontions
gn =
1
deg(fn)
log |fn|
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sont sous-harmoniques sur A1k et de la forme log |T |+ o(1) à l'inni. La suite (gn) est station-
naire sur haun des ouvert A1k − En et onverge don vers une fontion sous-harmonique g
sur A1k telle que g(x) = −∞.
Le as d'un point x de type (1) sur une ourbe stritement k-analytique X se déduit
immédiatement de e qui préède en utilisant un morphisme ni (de germes) p : (X,x) →
(A1k, p(x)).
Les points de Shilov des domaines stritement k-anoïdes d'une ourbe stritement k-
analytique lisse X ne sont pas polaires en vertu du lemme 3.1.9 et le seond point de la
remarque 3.4.9 implique don qu'un point x ∈ X est non polaire s'il existe une extension
non arhimédienne K/k telle que la bre p−1K (x) ontienne le point de Shilov d'un domaine
stritement k-anoïde de X⊗̂kK, 'est-à-dire un point y tel que s(y) = 1. Étant donné un
point x de X, le lemme 2.1.19 garantit l'existene d'un point y tel que s(y) = 1 dans la bre de
X⊗̂kH(x) si et seulement si x n'est pas de type (1) ; il déoule de ette observation que seuls
les points de type (1) peuvent être polaires et ei ahève la démonstration de la proposition.
2
Remarque 3.4.11.  Poursuivant l'analogie entre éléments de A1(X) dans le adre non
arhimédien et formes diérentielles de type (1,1) sur une surfae de Riemann M dans le
adre arhimédien, la non polarité des points de I(X) orrespond au fait que les parties
polaires de M sont de mesure de Lebesgue nulle.
3.4.3. Courants positifs.
Un ourant S de degré 1 sur une ourbe stritement k-analytique lisse X est positif si
〈S,ϕ〉 ≥ 0 pour toute fontion positive ϕ ∈ A0c(X).
Théorème 3.4.12.  Quelle que soit la ourbe stritement k-analytique lisse X,
(i) les ourants positifs de degré 1 sont les mesures de Radon positives sur l'espae topolo-
gique loalement ompat X ;
(ii) le ne réel SH(X) ⊂ D0(X) des fontions sous-harmoniques sur X est l'ensemble des
T ∈ D0(X) tels que le ourant ddcT soit positif.
Démonstration.
(i) Soient µ ∈ D1(X) un ourant positif et ϕ une fontion lisse dont le support est ontenu
dans un ompat E ⊂ X.
Considérons des domaines k-analytiques ompats Y, Y ′ ⊂ X tels que
E ⊂ Y ′ − ∂Y ′ ⊂ Y ′ ⊂ Y − ∂Y
et soit χ une fontion dans A0c(X) telle que 0 ≤ χ ≤ 1, χ|Y ′ = 1 et χ|X−Y = 0 (son existene
déoule du lemme 3.2.8). Les inégalités
−(max
E
|ϕ|)χ ≤ ϕ ≤ (max
E
|ϕ|)χ
et la positivité de µ impliquent la majoration
|〈µ,ϕ〉| ≤ 〈µ, χ〉 max
E
|ϕ|,
laquelle permet, grâe à la proposition 3.2.7, de prolonger la forme linéaire
µ : A0c(X)→ R
en une forme linéaire ontinue et positive sur l'espae de Fréhet C0(X,R).
L'opération de restrition au sous-espae dense A0c(X) de C
0(X,R) réalise don une bije-
tion entre mesures de Radon positives sur X et ourants de degré 1 positifs.
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(ii) Le ourant ddcu est positif pour toute fontion sous-harmonique lisse u (proposition 3.4.4).
Quelle que soit la fontion sous-harmonique u et la famille déroissante (uλ) dans SH(X) qui
onverge vers u dans D0(X), le ourant ddcu est la limite dans D1(X) de la famille (ddcuλ)
(proposition 3.3.4) ; appliquant ei à une famille onstituée de fontions sous-harmoniques
lisses (théorème 3.4.2), on en déduit que le ourant ddcu est bien positif.
L'assertion réiproque se déduit immédiatement de la aratérisation de SH(X) dans
D0(X) donnée dans le lemme 3.4.1 : un ourant T ∈ D0(X) tel que ddcT ≥ 0 satisfait à
la ondition
〈T, νVx 〉 − T (x) = 〈T,dd
cgVx 〉 = 〈dd
cT, gVx 〉 ≥ 0
pour tout domaine k-anoïde onnexe V ⊂ X et tout point x ∈ I(V ) − ∂V en vertu de la
positivité de gVx (proposition 3.3.7, (ii)). 2
Couplé au théorème 3.3.13 et au lemme 3.3.12, le théorème préédent établit l'existene de
potentiels pour les mesures de Radon positives (dans le as d'une ourbe non propre).
Corollaire 3.4.13.  Soit X une ourbe stritement k-analytique lisse, onnexe et iso-
morphe à une omposante onnexe de l'intérieur d'un espae k-anoïde ou à l'analytiée
d'une ourbe k-algébrique ane . L'appliation
D0(X)→ D1(X), T 7→ ddcT
induit une bijetion de SH(X)/Γ(X,HX ) sur l'ensemble des mesures de Radon positives sur
l'espae topologique loalement ompat |X|.
Considérons maintenant une ourbe stritement k-analytique propre et lisse X et spéiali-
sons e qui préède dans le as d'un ouvert onnexe Ω de X tel que ∂Ω soit une partie non
vide de I(X).
Lemme 3.4.14.  Il existe, pour tout point x ∈ Ω, une unique fontion gx ∈ SH(Ω) telle
que {
ddcgx = δx
limy∈Ω, y→ζ gx(y) = 0 pour tout ζ ∈ ∂Ω
Démonstration. L'uniité déoule du prinipe du maximum.
Supposons tout d'abord que le point x appartienne à I(Ω) ; quelle que soit la omposante
onnexe c de Ω−{x}, l'existene d'une barrière en tout point de ∂c (proposition 3.1.20) garan-
tit l'existene, pour tout nombre réel λ, d'une unique fontion ontinue gλ sur c, harmonique
sur c et telle que {
gλ(x) = λ
gλ = 0 sur ∂c− {x} ;
on en déduit l'existene, pour tout λ ∈ R, d'une unique fontion ontinue sur Ω et lisse sur Ω
qui s'annule sur ∂Ω et prend la valeur λ au point x ; on la note enore gλ.
Les fontions ontinues sur Ω et harmoniques sur Ω s'annulant identiquement sur ∂Ω
forment, d'après la disussion préédente, une droite vetorielle réelle E dans A0(Ω) ; l'appli-
ation linéaire
E→ R, g 7→
∫
Ω
ddcg,
injetive en vertu de l'identiation du sous-espae Γ(Ω,H) de A0(Ω) au noyau de l'opérateur
ddc (orollaire 3.2.11, (i)) et du prinipe du maximum, est par onséquent un isomorphisme.
Il existe ainsi une unique fontion g ∈ E telle que∫
Ω
ddcgλ = 1.
95
Tout point x ∈ Ω− I(Ω) est ontenu dans un domaine k-anoïde V ⊂ Ω tel que Γ(V ) soit
réduit à un point ; onsidérant un tel V et notant y son point de Shilov, il sut de poser
gx = gy + gx,y,
où gy,x est le prolongement sous-harmonique de la solution dans D
0(Ω) de l'équation ddcT =
δx − δy qui prend la valeur gy(y) au point y de I(Ω) (théorèmes 3.3.13 et 3.4.12). 2
Remarque 3.4.15.  Quels que soient les points x, y ∈ I(Ω), les fontions lisses gx et gy
vérient la relation de symétrie
gx(y) = gy(x).
Il en déoule que, pour tout point x ∈ Ω, la fontion sous-harmonique gx ∈ SH(Ω) est le
prolongement du ourant
I(Ω)→ R, y 7→ gy(x)
sur Ω. La relation de symétrie
gx(y) = gy(x)
est vériée (dans R ∪ {−∞}) pour tous x, y ∈ Ω.
Étant donnée une mesure de Radon positive µ sur Ω, l'appliation
Ω→ R≤0 ∪ {−∞}, x 7→
∫
X
gx dµ
est notée gµ.
Proposition 3.4.16.  Les propriétés suivantes sont équivalentes pour toute mesure de
Radon positive µ sur Ω :
(i) il existe un point x ∈ Ω tel que gµ(x) > −∞ ;
(ii) la fontion gµ(x) est sous-harmonique ;
(iii) il existe une fontion u ∈ SH(Ω) telle que u ≤ 0 et ddcu = µ.
Lorsque es onditions sont vériées :
(iv) ddcgµ = µ
(v) lim supy∈Ω,y→ζ gµ(y) = 0 pour tout ζ ∈ ∂Ω.
Démonstration. Soit Vn une suite roissante de domaines k-anoïdes dont Ω est la réunion.
La fontion gµ est l'enveloppe inférieure de la suite des fontions gµ,n ∈ SH(Vn − ∂Vn)
dénies par
gµ,n(x) =
∫
Vn−∂Vn
(−gVnx ) dµ = gµ|Vn (x)
(x ∈ Vn − ∂Vn). Cette suite est déroissante puisqu'il en est ainsi de suite des (−g
Vn
x ) et gµ
est don sous-harmonique sur Ω ou identiquement égale à −∞. Cei prouve l'équivalene des
assertions (i) et (ii).
Si gµ est sous-harmonique,
〈gµ,dd
cϕ〉 =
∫
Ω
〈gx,dd
cϕ〉 dµ =
∫
Ω
(∫
Ω
gy (dd
cϕ)(y)
)
dµ
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en vertu des identités
〈gx,dd
cϕ〉 =
∑
y∈|ddcϕ|
(∫
{y}
ddcϕ
)
gx(y)
=
∑
y∈|ddcϕ|
(∫
{y}
ddcϕ
)
gy(x)
=
(∫
Ω
gy (dd
cϕ)(y)
)
(x)
et ∫
Ω
gy (dd
cϕ)(y) = ϕ
pour toute fontion ϕ ∈ A0c(Ω) ; par onséquent, dd
cgµ = µ et le point (ii) implique don les
points (iii) et (iv).
Soit u une fontion sous-harmonique sur Ω telle que ddcu = µ et u ≤ 0. Quel que soit le
point x ∈ I(Ω),
gµ(x) =
∫
Ω
gx dµ = inf
n
∫
X
(−gVnx ) dµ = − sup
n
〈u,ddcgVnx 〉 = u(x)− sup
n
〈u, νVnx 〉
et, νVnx étant une mesure de probabilité,
gµ(x) ≥ u(x).
Le point (iii) implique don le point (i).
Démontrons enn le point (v) lorsque gµ est une fontion sous-harmonique.
Soit b la fontion sur ∂Ω dénie par
b(ζ) = (limsupΩ gµ)(ζ)
et soit h la fontion dans C0(Ω,R)∩Γ(Ω,HX) qui oïnide ave b sur ∂Ω (rappelons que, par
hypothèse, tous les points de ∂Ω sont de type (2) ou (3)). L'inégalité évidente b ≤ 0 implique
h ≤ 0 et la fontion sous-harmonique g˜µ = gµ−h majore gµ. D'un autre té, g˜µ est négative
en vertu du prinipe du maximum et, pour tout x ∈ I(Ω) ∩ (Vn − ∂Vn),
g˜µ(x) = 〈g˜µ, ν
Vn
x − dd
cgVnx 〉 ≤ −〈g˜µ,dd
cgVnx 〉 =
∫
Ω
(−gVnx ) dµ
ar νVnx est une mesure de probabilité. Il reste à passer à la limite sur n pour obtenir
g˜µ(x) ≤ gµ(x).
Les fontions sous-harmoniques gµ et g˜µ oïnident sur I(Ω) ; elles sont don égales en vertu
du lemme 3.4.1, e qui établit le point (v). 2
Les fontions sous-harmoniques sur une ourbe stritement k-analytique X propre et lisse
étant onstantes, il y a lieu d'introduire la dénition suivante.
Définition 3.4.17.  Soit L un faiseau inversible sur une ourbe stritement k-
analytique lisse X. Une métrique sous-harmonique ||.|| (resp. lisse) sur L est la donnée, pour
toute setion inversible s de L sur un ouvert Ω de X, d'une fontion
− log ||s|| ∈ SH(Ω) ( resp. − log ||s|| ∈ A0(Ω)),
97
la ondition de ompatibilité suivante étant vériée : pour tous ouverts Ω′ ⊂ Ω de X et toutes
setions s′ ∈ Γ(Ω′,L×), s ∈ Γ(Ω,L×), s|Ω′ = fs
′
ave f ∈ Γ(Ω′,O×X ) et
− log ||s|||Ω′ = − log ||s
′|| − log |f |.
On dénit de même la notion de métrique ontinue, harmonique, et.
Les fontions sous-harmoniques u sur une ourbe stritement k-analytique lisse X s'iden-
tient anoniquement aux métriques sous-harmoniques ||.|| sur son faiseau strutural via la
relation u = − log ||1||.
Quel que soit le faiseau inversible L sur X muni d'une métrique sous-harmonique (resp.
lisse) ||.||, il existe un et un seul ourant ρ de degré 1 sur X tel que, pour tout ouvert Ω ⊂ X
et toute setion inversible s de L sur Ω, ρ|Ω = dd
c log ||s|| (rappelons que la orrespondane
Ω→ D0(Ω) est un faiseau sur X, proposition 3.3.6). Ce ourant, noté c1(L, ||.||), est appelé
la ourbure du faiseau inversible métrisé (L, ||.||). C'est un ourant positif si (et seulement
si) la métrique est sous-harmonique, une forme lisse si (et seulement si) la métrique est lisse.
Il est maintenant possible d'énoner l'analogue du orollaire 3.4.13.
Corollaire 3.4.18.  Il existe, pour toute mesure de Radon positive µ sur une ourbe
stritement k-analytique propre et lisse X, un faiseau inversible L sur X muni d'une métrique
sous-harmonique ||.|| et un nombre réel positif λ tels que
µ = λc1(L, ||.||).
Démonstration. Considérons un point x ∈ X tel que [κ(x) : k] < ∞ et soit L le faiseau
inversible ample OX([x]). Étant donnée une mesure de probabilité µ sur X, le théorème 3.3.13
fournit un ourant g ∈ D0(X), uniquement déterminé à l'addition d'une onstante près, tel
que
ddcg = [κ(x) : k]µ− δ[x].
Il existe alors, en vertu de la formule de Poinaré-Lelong (proposition 3.3.15) une unique
métrique sous-harmonique ||.|| sur le faiseau inversible L telle que
− log ||1[x]|| = g;
toujours grâe à la formule de Poinaré-Lelong, sa ourbure est [κ(x) : k]µ. 2
Le théorème 3.4.2 se généralise sans diulté au as de faiseaux inversibles munis de
métriques sous-harmoniques.
Théorème 3.4.19.  Soit L un faiseau inversible sur une ourbe stritement k-
analytique propre et lisse. Pour toute métrique sous-harmonique ||.|| sur L, la restrition de ||.||
à Ω est l'enveloppe supérieure d'une famille roissante (||.||λ) de métriques sous-harmoniques
lisses sur L|Ω et le ourant c1(L, ||.||)|Ω est la limite des ourants c1(L, ||.||λ).
Démonstration. La preuve du théorème 3.4.2 s'adapte sans diulté à la situation présente.
Quel que soit le sous-ensemble ni S de I(X) tel que L soit trivial sur l'adhérene de haune
des omposantes onnexes de Y − S, il existe une unique métrique sous-harmonique lisse
||.||S sur L telle que, pour tout U ∈ π0(X − S) et toute trivialisation ε de L au voisinage
de U , − log ||ε||S soit l'élément de Γ(U,HX) ∩ C
0(U,R) qui oïnide ave − log ||ε|| sur ∂U :
ette formule dénit en eet ||.||S sans ambiguité en vertu de l'harmoniité des fontions de
transitions− log |f | et la sous-harmoniité s'obtient omme elles des fontions uS au théorème
3.4.2.
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De la sous-harmoniité de ||.|| déoule que les métriques ||.||S forment une famille rois-
sante lorsque S parourt l'ensemble ltrant des parties nies de I(Y ) satisfaisant aux ondi-
tions préédentes. Son enveloppe supérieure est la métrique ||.|| (même argument que dans la
démonstration du théorème 3.4.2). 2
Étant donnés une ourbe stritement k-analytique onnexe, propre et lisse X et un point
x ∈ I(X), il existe, pour toute mesure de Radon positive µ sur X, un unique ourant T ∈
D0(X) tel que {
ddcT = µ−
( ∫
X µ
)
δx
T (x) = 0
(théorème 3.3.13) et, vu le théorème 3.4.12, la ondition ddcT|X−{x} ≥ 0 implique que le
ourant T|X−{x} se prolonge naturellement en une fontion sous-harmonique sur X − {x}.
Nous noterons gx,µ l'unique fontion X → R∪{−∞} qui est sous-harmonique sur X−{x}
et satisfait aux onditions {
ddcgx,µ = µ−
( ∫
X µ
)
δx
gx,µ(x) = 0.
La formule
gy,µ = gx,µ + (gy,x − gx,µ(y))
est immédiate pour tous points x, y ∈ I(X) ; puisque gx,y est une fontion ontinue (et même
lisse), elle implique en partiulier la semi-ontinuité supérieure de gx,µ sur l'espae X tout
entier.
Remarque 3.4.20.  La fontion gx,µ est négative.
Appliqué à la mesure δD assoiée à un diviseur eetif, e qui préède dénit sur le fais-
eau inversible OX(D) une métrique lisse et sous-harmonique ||.|| de ourbure deg(D)δx :
− log ||1D|| = −gx,δD .
En partiulier : tout faiseau inversible de degré 0 sur X peut être muni d'une métrique
harmonique.
Une mesure de Radon positive µ surX de masse totale deg(D) est la ourbure de la métrique
sous-harmonique ||.|| sur le faiseau inversible OX(D) dénie par la formule : − log ||1D|| =
gx,µ − gx,δD . Le théorème 3.4.15 fournit une famille roissante (||.||λ) de métriques sous-
harmoniques et lisses dont ette métrique est l'enveloppe supérieure ; la famille des fontions
lisses
ϕλ = − log ||1||λ
est alors déroissante, d'enveloppe inférieure gx,µ, et les formes lisses
µλ = dd
cϕλ + δx = c1(OX(D), ||.||λ)
sont positives, de masse onstante deg(D) =
∫
X µ. La famille (µλ) onverge faiblement vers
la mesure µ puisque, pour toute fontion ψ ∈ A0(X),∫
X
ψ dµλ =
∫
X
ϕλ dd
cψ + ψ(x)
onverge vers 〈ddcgx,µ, ψ〉+ ψ(x) =
∫
X ϕ dµ.
Remarque 3.4.21.  Ave les notations préédentes, ϕλ = gx,µλ .
Nous onluons ette setion par une propriété importante des potentiels.
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Théorème 3.4.22.  Soient X une ourbe stritement k-analytique lisse et E ⊂ X un
ompat polaire. Quelle que soit la mesure de Radon positive µ sur X et le potentiel u de µ
(au voisinage de E),
µ(E ∩ {u > −∞}) = 0.
Démonstration. Cette assertion sera démontrée si elle l'est lorsque la ourbeX est remplaée
par un voisinage ouvert de E ; ela permet don de supposer que X est une omposante
onnexe de l'intérieur d'un domaine k-anoïde et que le potentiel u est majoré. Vu ette
dernière ondition, il sut de traiter le as u = gµ (proposition 3.4.16).
L'ensemble E ∩ {gµ > −∞} est la réunion de la suite roissante des ompats EN =
E ∩ {gµ ≥ −N}, N ∈ N, et nous pouvons nous restreindre à prouver µ(EN ) = 0 en vertu de
la régularité intérieure des mesures de Radon sur X. Considérons la mesure µN induite sur le
fermé EN et son potentiel gµN . La fontion gµ−gµN est sous-harmonique ar dd
c(gµ−gµN ) =
µ− µN ≥ 0 et elle est identiquement nulle sur ∂X. On déduit du prinipe du maximum que
la fontion gµ − gµN est négative et le potentiel gµN est don minoré par −N .
Soit maintenant v une fontion sous-harmonique telle que E ⊂ {v = −∞} et ν = ddcv.
L'identité ∫
X
v ddcgµN =
∫
X
gµN dν
et la majoration ∫
X
(−gµN ) dν ≤ Nν(EN ) < +∞
impliquent µ(EN ) = µN (E) = 0. 2
3.5. Espae W1(X) et énergie
Nous onsidérons dans ette setion une ourbe stritement k-analytique onnexe, propre
et lisse X et nous introduisons un espae vetoriel topologique omplet W1(X) de ourants de
degré 0 sur X. Cet espae admet une famille de produits salaires le munissant de strutures
hilbertiennes toutes équivalentes (et dénissant sa topologie) et onduit naturellement à la
notion d'énergie pour les mesures de Radon positives sur X.
L'espae analogue pour une surfae de Riemann ompate et onnexe M est dérit dans
l'artile [11℄, où il est noté L21(M,R).
Une variante peut être développée sur tout ouvert onnexe Ω ⊂ X tel que ∂Ω ⊂ I(X), e
que nous ferons brièvement.
Rappelons que, pour tous points x, y ∈ I(X), gx,y est la fontion dans A
0(X) aratérisée
par les propriétés {
ddcgx,y = δy − δx
gx,y(x) = 0
(proposition 3.3.4, (i)). C'est une fontion négative et, pour tous x, y, z ∈ I(X),
gx,y(z) =
∫
X
gx,y dd
cgx,z =
∫
X
gx,z dd
cgx,y = gx,z(y).
La forme bilinéaire 〈., .〉D sur l'espae vetoriel A
0(X) dénie par
〈ϕ,ψ〉D = −
∫
X
ϕ ddcψ
est symétrique (proposition 3.2.12).
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Le noyau N de ette forme bilinéaire est onstitué des fontions onstantes : une fontion
ϕ ∈ N est en eet telle que, pour tous x, y ∈ I(X),
ϕ(x)− ϕ(y) = 〈ϕ, gx,y〉 = 0.
La forme bilinéaire 〈., .〉D est par ailleurs positive. Il sut de vérier ette assertion sur le
sous-espae A0S(X) de A
0(X) formé des fontions qui sont harmoniques sur le omplémentaire
du sous-ensemble ni S de I(X) ; e sous-espae est engendré par 1 et les fontions gx,y,
x, y ∈ S, x 6= y, et
〈gx,y, gx,z〉D = −gx,y(z)
est postif (les fontions gx,y sont, par onstrution, négatives.)
Le hoix d'un point x ∈ I(X) permet de munir l'espae vetoriel A0(X) d'une struture
pré-hilbertienne via le produit salaire
〈ϕ,ψ〉x = ϕ(x)ψ(x) + 〈ϕ,ψ〉D .
L'espae de Hilbert réel obtenu par omplétion est noté W1(X)x.
Remarque 3.5.1.  Pour tous points x, y ∈ I(X) et toute fontion ϕ ∈ A0(X),
〈ϕ, 1 − gx,y〉x = ϕ(x) +
∫
X
ϕ ddcgx,y = ϕ(y).
Proposition 3.5.2.  L'injetion anonique de A0(X) dans D0(X) se prolonge de ma-
nière unique en une injetion ontinue deW 1(X)x dans D
0(X) dont l'image est un sous-espae
vetoriel de D0(X) ne dépendant pas du point x et noté W1(X).
Il existe une unique struture d'espae vetoriel topologique sur W1(X) telle que les isomor-
phismes anoniques W1(X)x →˜ W
1(X) soient des homéomorphismes.
Démonstration. L'inégalité
|ϕ(y)| = |〈ϕ, 1 − gx,y〉x| ≤ ||1− gx,y||x||ϕ||x,
pour toute fontion ϕ ∈ A0(X) et tout point y ∈ I(X), montre que l'injetion anonique
A0(X) → D0(X) est ontinue lorsqu'on munit A0(X) de la norme ||.||x assoiée au produit
salaire 〈., .〉x (rappelons que la topologie de D
0(X) = Hom(I(X),R) est elle de la onvergene
simple sur I(X)).
Pour toute suite de Cauhy (ϕn) dans A
0(X) muni du produit salaire 〈., .〉x et tout point y
dans I(X), la suite de réels (ϕn(y)) est de Cauhy en vertu de l'inégalité de Cauhy-Shwarz :
|ϕn(y)− ϕm(y)| = |〈ϕn, 1− gx,y〉x − 〈ϕm, 1− gx,y〉x| = |〈ϕn − ϕm, 1− gx,y〉x|
≤ ||1− gx,y||x||ϕn − ϕm||x.
Assoiant à un élément u de W1(X)x, limite d'une suite de Cauhy (ϕn) dans (A
0(X), 〈., .〉x),
la limite dans R de la suite de Cauhy (ϕn(x)), nous obtenons une appliation linéaire
W1x → D
0(X)
prolongeant l'injetion anonique de A0(X) dans D0(X). Cette appliation est enore injetive
ar un élément u de W1(X)x s'annulant identiquement sur I(X) est tel que
〈u, ϕ〉x = 0
pour toute fontion ϕ ∈ A0(X), don nul.
La seonde assertion s'obtient en observant que les normes ||.||x et ||.||y sur A
0(X) sont
équivalentes : puisque
ϕ(y) = ϕ(x) − 〈ϕ, gx,y〉x
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pour toute fontion ϕ ∈ A0(X),
|ϕ(y)| ≤ |ϕ(x)| + ||ϕ||x||gx,y||x ≤ (1 + ||gx,y||x)||ϕ||x
et
||ϕ||2y = ϕ(y)
2 + 〈ϕ,ϕ〉 ≤
(
1 + (1 + ||gx,y||x)
2
)
||ϕ||2x.
2
Le produit salaire hilbertien 〈., .〉x sur W
1(X) permet d'identier et espae vetoriel au
sous-espae de D0(X) onstitué des ourants T tels que la forme linéaire
A0(X)→ R, ϕ 7→ 〈T,ddcϕ〉
soit ontinue relativement à la norme ||.||x, 'est-à-dire :
W1(X) =
{
T ∈ D0(X) ; sup
ϕ∈A0(X),||ϕ||x≤1
|〈T,ddcϕ〉| <∞
}
.
Lemme 3.5.3.  Soit (uλ) une famille d'éléments de W
1(X) qui onverge vers u dans
D0(X) ; les onditions suivantes sont équivalentes :
(i) u appartient à W1(X) et la famille (uλ) onverge faiblement vers u dans W
1(X) ;
(ii) la famille des 〈uλ, uλ〉D est bornée.
Démonstration. L'impliation (i) ⇒ (ii) déoule d'une fait qu'une partie faiblement bornée
d'un espae de Hilbert est bornée.
L'impliation (ii) ⇒ (i) est faile : l'observation préédent le lemme montre que le ourant
limite u appartient àW1(X) et les deux termes entre parenthèse du seond membre de l'égalité
〈ψ, uλ〉x = 〈ψ, u〉x +
(
〈ϕ− ψ, u〉x + 〈ψ − ϕ, uλ〉x
)
+
(
〈uλ, ϕ〉x − 〈u, ϕ〉x
)
,
oú ϕ ∈ A0(X), peuvent être rendus arbitrairement petit en utilisant la densité de A0(X) dans
W1(X). 2
Remarque 3.5.4.  Sur le modèle de l'artile [11℄, l'espae W1(X) permettra de dénir
des  diviseurs d'Arakelov  satisfaisant à la ondition de régularité minimale pour laquelle
existe un aouplement d'intersetion (voir 4.1.4).
Étant donné un élément ϕ de W1(X), onsidérons la famille (ϕS)S où, pour toute partie
nie S de I(X), ϕS est l'unique élément de A
0
S(X) = A
0(X)∩Γ(X−S,HX) qui oïnide ave
ϕ sur S. Ayant xé un point x dans I(X),
〈ϕS , ϕS〉x = ϕS(x)ϕS(x)−
∫
X
ϕS dd
cϕS
= ϕS′(x)ϕS(x)−
∫
X
ϕS′ dd
cϕS
= 〈ϕS′ , ϕS〉x
pour toutes parties nies S ⊂ S′ de I(X) ontenant x puisque le support de ddcϕS est ontenu
dans S, ensemble sur lequel ϕS et ϕS′ oïnident ; utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, il
en déoule les majorations
||ϕS ||
2 = 〈ϕS , ϕS〉x ≤ ||ϕS′ ||x||ϕS ||x
et
||ϕS ||x ≤ ||ϕS′ ||x
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pour toutes parties nies S ⊂ S′ de I(X) ontenant x (la seonde majoration est triviale si
||ϕS ||x = 0 et se déduit immédiatement de la première sinon). La famille de nombres réels
(||ϕS ||x)S est don roissante et, par le même argument, majorée par ||ϕ||x.
Considérons d'autre part une fontion ψ ∈ A0(X) telle que ||ψ||x ≤ 1. La onvergene de
la famille (ϕS)S vers ϕ dans D
0(X) implique la onvergene de la famille des nombres réels
〈ϕS , ψ〉x vers 〈ϕ,ψ〉x, don, en partiulier, l'inégalité
|〈ϕ,ψ〉x| ≤ sup
S
|〈ϕS , ψ〉x| ≤ sup
S
||ϕS ||x;
ei étant valable pour toute fontion ψ ∈ A0(X) telle que ||ψ||x ≤ 1, il en déoule nalement
la majoration
||ϕ||x ≤ sup
S
||ϕS ||x
et don, vu e qui préède, l'égalité
lim
S
||ϕS ||x = sup
S
||ϕS ||x = ||ϕ||x.
La famille (ϕS)S onverge faiblement vers ϕ dans W
1(X) par appliation du lemme pré-
édent ; puisque, en outre, les normes onverge vers la norme de ϕ, ette famille est en fait
onvergente dansW1(X) en vertu du lemme lassique suivant (bien onnu des gens éduqués !).
Lemme 3.5.5.  SoitH un espae de Hilbert ; une famille (vλ) d'éléments de H onvergeant
faiblement vers v ∈ H onverge vers v si et seulement si
||v|| = lim
λ
||vλ||.
Démonstration. Il sut d'érire
||v − vλ||
2 = ||v||2 + ||vλ||
2 − 2(vλ|v)
et d'observer que la onvergene faible implique
lim
λ
(v|vλ) = (v|v) = ||v||
2.
2
Nous utiliserons le résultat suivant au hapitre 4 (f. 4.3.6).
Proposition 3.5.6.  Toute fontion ontinue ϕ appartenant à W1(X) est la limite uni-
forme d'une famille d'éléments de A0(X) qui onverge dans W1(X).
Démonstration. Reprenant les notations que l'on vient d'introduire, il sut de vérier que
la famille (ϕS)S est uniformément onvergente lorsque ϕ est une fontion ontinue.
La fontion ϕ est uniformément ontinue puisque X est ompat. Soient ε un nombre réel
stritement positif et K un reouvrement ni de X par des domaines k-anoïdes tels que
|ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ ε pour tous points x, y appartenant à l'un des éléments de K. Étant donnée
une partie nie S de I(X) ontenant tous les Γ(K), K ∈ K, haque omposante onnexe C
de X − S vérie
C ∩K = C ∩ (K − ∂K)
pour tout K ∈ K et est don entièrement ontenue dans haque domaine K ∈ K qu'elle
renontre. Vu le hoix de K, ela implique don
inf
C
ϕ− sup
C
ϕ ≤ ε.
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Via le prinipe du maximum, l'harmoniité de ϕS sur X − S implique, elle :
min
S∩C
ϕS ≤ ϕS |C ≤ max
S∩C
ϕS
pour toute omposante onnexe C de X − S, soit enore
min
S∩C
ϕ ≤ ϕS |C ≤ max
S∩C
ϕ
puisque ϕ et ϕS oïnident sur S.
La onlusion déoule immédiatement de la onjontion des enadrements préédents :
inf
C
ϕ− ε ≤ min
S∩C
ϕ ≤ max
S∩C
ϕ ≤ sup
C
ϕ+ ε
pour toute omposante onnexe C de X − S, don
sup
X
|ϕ− ϕS | ≤ ε
pour toute partie nie S de I(X) ontenant les Γ(K), K ∈ K, et la famille (ϕS)S onverge
par onséquent uniformément vers ϕ. 2
L'espae W1(X) onduit à la notion d'énergie d'une mesure de Radon positive sur X.
Proposition 3.5.7.  Étant donné un point x ∈ I(X), les propriétés suivantes sont équi-
valentes pour toute mesure de Radon positive µ sur X :
(i) µ−
(∫
X µ
)
δx ∈ dd
cW 1(X),
(ii) gx,µ ∈W
1(X),
(iii) gx,µ ∈ L
1(dµ).
Ces propriétés équivalentes ne dépendent que de la mesure µ, et non du point x onsidéré.
Démonstration. L'équivalene des points (i) et (ii) est triviale.
La fontion gx,µ est négative et, omme expliqué à la n de 3.4.3, le théorème 3.4.19 fournit
une famille (µλ) de formes lisses positives de masse totale onstante
∫
X µ telle que la famille
des fontions lisses gx,µλ soit déroissante et d'enveloppe inférieure gx,µ.
La famille (gx,µλ) est onstruite de telle sorte que gx,µλ′ et gx,µλ oïnident sur le support
de ddcgx,µλ pour tous λ
′ ≥ λ. On en déduit les égalités
−
∫
X
gx,µλ dd
cgx,µλ = −
∫
X
gx,µλ′ dd
cgx,µλ = −
∫
X
gx,µλ dd
cgx,µλ′ = −
∫
X
gx,µλ dµλ′
dont déoule, en vertu de la positivité de µλ, l'inégalité
−
∫
X
gx,µλ dd
cgx,µλ ≤ −
∫
X
gx,µλ′ dµλ′ = −
∫
X
gx,µλ′ dd
cgx,µλ′ .
La famille de nombres réels positifs
〈gx,µλ , gx,µλ〉x = 〈gx,µλ , gx,µλ〉D
est don roissante.
En vertu du théorème de onvergene monotone de Lebesgue, la fontion gx,µ est µ-
intégrable si et seulement si la famille roissante de nombres réels positifs(
−
∫
X
gx,µλ dµ
)
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est majorée. Cette ondition est vériée si et seulement si la famille roissante de nombres
réels positifs (
〈gx,µλ , gx,µλ〉D
)
est majorée. La fontion gx,µ est don µ-intégrable si et seulement si gx,µ appartient à l'espae
W1(X) (lemme 3.5.3).
L'identité
gy,µ = gx,µ + (gy,x − gx,µ(y))
met en évidene que les assertions (i)-(iii) sont indépendantes du point x onsidéré. 2
Quels que soient le point x ∈ I(X) et la mesure de Radon positive µ sur X, le arré de
la norme de la forme linéaire ϕ 7→ 〈gx,µ,dd
cϕ〉 sur l'espae vetoriel normé (A0, ||.||x) sera
appelée énergie de la mesure µ relativement au point x ; 'est un élément de R≥0 ∪ {+∞}
noté Ex(µ).
La proposition préédente montre que Ex(µ) est l'intégrale de la fontion positive −gx,µ
ontre la mesure µ :
Ex(µ) =
∫
X
(−gx,µ) dµ.
L'appliation I(X) → R≥0 ∪ {+∞}, x 7→ Ex(µ) est à valeurs nies ou onstante, égale à
+∞.
L'ensemble E(X)+ des mesures de Radon positives sur X d'énergie nie est un sous-ne
réel onvexe de D1(X) engendrant un sous-espae vetoriel E(X) de
A1(X) + ddcW 1(X).
Celui-i hérite, pour tout point x ∈ I(X), d'une forme bilinéaire déduite de l'appliation
E(X)+ × E(X)+ → R, (µ, ν) 7→ 〈gx,µ, gx,ν〉D,x = −
∫
X
gx,ν dµ.
Le noyau de la forme 〈., .〉D,x est le sous-espae Rδx et elle-i munit l'espae quotient
E(X)/Rδx d'une struture d'espae de Hilbert réel.
Remarque 3.5.8.  Suivant l'usage en mathématiques, l'énergie est une forme quadratique
sur A1(X) + ddcW1(X).
Donnons enn une variante du prinipe de Dirihlet dont nous nous servirons au hapitre
4, théorème 4.3.8.
Proposition 3.5.9.  Soit ν une mesure de masse nulle sur Xv ; la borne supérieure de
la fontionnelle
Fν :
A0(Xv) → R
ϕ 7→ 2
∫
Xv
ϕ dν − 〈ϕ,ϕ〉D
est l'énergie E(ν) de la mesure de masse nulle ν.
Démonstration. La mesure ν étant de masse nulle, la fontionnelle Fν se fatorise par
l'espae vetoriel quotient A0(Xv)
♮ = A0(Xv)/H(Xv), H(Xv) étant l'espae des fontions
réelles harmoniques (loalement onstantes) sur Xv . La forme de Dirihlet 〈., .〉D induit un
produit salaire sur A0(Xv)
♮
et ν appartient à W1(Xv) si et seulement si la forme linéaire
A0(Xv)
♮ → R, ϕ 7→
∫
Xv
ϕ dν
est bornée sur la boule unité {ϕ ; 〈ϕ,ϕ〉D ≤ 1} ; ei montre que la fontionnelle Fν est
majorée si et seulement si ν est d'énergie nie.
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Il reste à établir que, sous ette dernière hypothèse, la borne supérieure de Fν est égale à
E(ν). Soit g ∈W1(Xv) tel que dd
cg = −ν ; la formule
Fν(ϕ) = 2〈ϕ, g〉D − 〈ϕ,ϕ〉D ,
ϕ ∈ A0(Xv), montre que Fν atteint son maximum au point [g] de la omplétion W
1(Xv)
♮ =
W1(Xv)/H(Xv) et on a don
sup
A0(Xv)
Fν = max
W1(Xv)
Fν = Fν(g) = 〈g, g〉D = E(ν).
2
Soit Ω ⊂ X un ouvert ; l'espae vetoriel A0c(Ω) s'identie anoniquement à un sous-espae
de A0(X), don de W1(X), et son adhérene dans W1(X) se note W1(Ω).
Supposons que la frontière ∂Ω de Ω soit une partie non vide de I(X) : quel que soit
x ∈ ∂Ω, la restrition à W1(Ω) du produit salaire 〈., .〉x est égale à 〈., .〉D,x et il en déoule
immédiatement que l'injetion anonique A0c(Ω) →֒W
1(X) réalise une isométrie du omplété
de l'espae vetoriel pré-hilbertien (A0c(Ω), 〈., .〉D,x) sur W
1(Ω).
On vérie omme préédemment que l'injetion anonique A0c(Ω) → D
0(Ω) se prolonge
en une injetion ontinue de W1(Ω) dans D0(Ω) dont l'image est l'ensemble des ourants
T ∈ D0(Ω) tels
sup
ϕ∈A0(Ω)0,||ϕ||D≤1
|〈T,ddcϕ〉| <∞,
ondition dont déoule la nullité des éléments de W1(Ω) ⊂ D1(X) sur ∂Ω.
Le lemme 3.5.3 est valable tel quel.
Remarquons que, si une mesure de Radon positive µ sur Ω appartient au sous-espae
ddcW1(Ω) de D1(Ω), il existe alors une fontion sous-harmonique u sur Ω telle que u ≤ 0 et
ddcu = µ ; d'après la proposition 3.4.12, ei implique la sous-harmoniité de la fontion gµ.
Cette observation étant faite, la démonstration du résultat suivant est tout à fait analogue à
elle de la proposition 3.5.7.
Proposition 3.5.10.  Les propriétés suivantes sont équivalentes pour toute mesure de
Radon positive µ sur Ω :
(i) µ ∈ ddcW1(Ω) ;
(ii) la fontion gµ est sous-harmonique et gµ ∈W
1(Ω) ;
(iii) la fontion gµ est sous-harmonique et gµ ∈ L
1(dµ).
L'énergie E(µ) d'une mesure de Radon positive µ sur Ω est dénie par la formule
E(µ) = −
∫
Ω
gµ dµ
('est un élément de R≥0 ∪ {+∞}). Les mesures d'énergie nie forment un sous-ne réel
onvexe E(Ω)+ de D
1(Ω) qui engendre un sous-espae vetoriel dense de ddcW1(Ω).
La onvexité du ne E(Ω)+ = dd
c(SH(Ω) ∩ W1(Ω)) des mesures de Radon positives
d'énergie nie a la onséquene suivante. Pour tout fermé F ⊂ Ω, l'ensemble P (F ) des mesures
de probabilité sur F  qui s'indentie à l'ensemble des mesures de probabilité sur Ω dont le
support est ontenu dans F  est un sous-ne réel onvexe et fermé de D1(X) ; P (F )∩E(Ω)+
est ainsi un sous-ne réel onvexe fermé de l'espae de HilbertW1(Ω) et, s'il n'est pas vide, le
théorème de projetion implique l'existene d'une unique mesure de probabilité µF = µF,Ω ∈
P (F ) réalisant le minimum de l'énergie E sur P (F ).
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Les mesures d'énergie nie ont la propriété remarquable de ne pas harger les parties
polaires.
Théorème 3.5.11.  Les parties polaires sont µ-négligeables pour toute mesure µ ∈ E(Ω).
Démonstration. Soit E ⊂ Ω une partie polaire ; il est loisible de supposer Ω onnexe vu
l'égalité
µ(E) =
∑
Ω′∈π0(Ω)
µ(E ∩ Ω′).
Il est par ailleurs susant de démontrer l'assertion lorsque E est un borélien  ar toute
partie polaire de X est ontenue dans un borélien polaire (remarque 3.4.8, 2)  et la régularité
intérieure des mesures de Radon sur un espae topologique loalement ompat permet de se
restreindre au as d'un ompat.
La onlusion est maintenant aisée : pour toute mesure µ ∈ E(Ω), le théorème 3.4.22
implique
µ(E) = µ(E ∩ {gµ = −∞}) ≤ µ({gµ = −∞})
et, puisque gµ ∈ L
1(dµ) (proposition 3.5.6),
µ(E) = 0.
2
3.6. Capaités
Nous onsidérons toujours dans ette dernière setion une ourbe stritement k-analytique
X onnexe, propre et lisse.
3.6.1. Capaité relative.
Étant donné un ouvert Ω ⊂ X tel que ∂Ω soit une partie non vide de I(X), la apaité
relative d'un ompat K ⊂ Ω est par dénition l'élément C(K,Ω) de R≥0 ∪ {+∞} déni par
l'identité
C(K,Ω)1/2 = sup
{∫
K
dµ ; µ ∈ E(Ω) et E(µ) = 1
}
,
la borne supérieure d'une famille vide de nombre réels positifs étant 0 ; on a également
C(K,Ω)−1 = inf{E(µ) ; µ ∈ Prob(K)}.
La fontion C(.,Ω) sur l'ensemble des ompats de Ω est trivialement roissante et on
l'étend en une fontion sur l'ensemble des parties de Ω en posant
C(E,Ω) = sup{C(K,Ω) ; K ompat et K ⊂ E}.
Le théorème 3.5.11 peut se reformuler en disant que la fontion C(.,Ω) s'annule sur les sous-
ensembles polaires de Ω.
Remarque 3.6.1
1. La régularité intérieure des mesures de Radon sur X implique immédiatement la formule
C(E,Ω) = sup
{∫
E
µ ; µ ∈ E(Ω) et E(µ) = 1
}
pour tout borélien E de Ω.
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2. Étant donnés un ompat K ⊂ Ω et une mesure µ ∈ E(Ω) telle que E(µ) = 1 et µ(K) > 0,
la mesure µK induite par µ sur K est d'énergie nie non nulle (puisque non nulle). Son
potentiel gµK majore le potentiel gµ puisque gµ − gµK est une fontion sous-harmonique
s'annulant sur ∂Ω et les inégalités
E(µK) = −
∫
Ω
gµK dd
cgµK ≤ −
∫
Ω
gµ dd
cgµK ≤
√
E(µ)
√
E(µK)
(la dernière est l'inégalité de Cauhy-Shwarz) impliquent
E(µK) ≤ E(µ) = 1.
La mesure µ′ = E(µK)
−1/2µK ∈ E(Ω) vérie par suite les onditions E(µ
′) = 1 et
µ(K) ≤ µ′(K). On a don µ′(K) ≤ C(K,Ω) et il est ainsi susant de onsidérer, dans la
formule dénissant C(K,Ω), les mesures dont le support est ontenu dans K.
3. L'ensemble des omposantes onnexes de Ω peut être de ardinal non dénombrable ; on
vérie toutefois failement la formule
C(E,Ω) =
∑
Ω′∈π0(Ω)
C(E ∩ Ω′,Ω′),
le terme de droite désignant la borne supérieure des C(E ∩ U,U) lorsque U parourt
l'ensemble des réunions nies de omposantes onnexes de Ω et il n'existe don, pour
toute partie E ⊂ Ω de apaité relative nie, qu'un sous-ensemble au plus dénombrable
Π ⊂ π0(Ω) tel que C(E ∩ Ω
′,Ω′) > 0 pour toute omposante Ω′ ∈ Π (voir également la
remarque 3.6.12).
Quel que soit le sous-ensemble E de Ω, la fontion maximale de E dans Ω est la régularisée
semi-ontinue supérieurement u∗E de l'enveloppe supérieure de la famille
F(E) = {v ∈ SH(Ω) ; v ≤ 0 et v|E ≤ −1}.
C'est une fontion sous-harmonique sur E (proposition 3.1.9).
Remarque 3.6.2
1. Étant données des parties E ⊂ E′ de Ω, F(E′) ⊂ F(E) et don
u∗E′ ≤ u
∗
E.
2. Tout point ζ ∈ ∂Ω appartenant à I(X), il existe une fontion b semi-ontinue supérieu-
rement sur Ω, sous-harmonique sur Ω, telle que b(ζ) = 0 et b|Ω−{ζ} < 0 (proposition
3.1.22). Lorsque E est une partie relativement ompate de Ω, il existe par onséquent
un nombre réel λ > 0 tel que λb ∈ F(E) et la fontion maximale u∗E est alors identique-
ment nulle sur ∂Ω. Elle oïnide don ave le potentiel gddcu∗
E
de la mesure de Radon
positive ddcu∗E .
Proposition 3.6.3.  Pour tout domaine k-anoïde V ⊂ Ω,
C(V,Ω) = C(∂V,Ω) =
∫
Ω
ddcu∗V .
En partiulier, C(K,Ω) <∞ pour tout ompat K ⊂ Ω.
Démonstration. La fontion u∗V est lisse, identiquement nulle sur ∂Ω et égale à −1 sur ∂V .
Comme
E(ddcu∗V ) = −
∫
V
gddcu∗
V
ddcu∗V = −
∫
V
u∗V dd
cu∗V =
∫
V
ddcu∗V > 0,
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la mesure µ∗V = E(dd
cu∗V )
−1/2ddcu∗V , dont le support est ontenu dans ∂V , a pour masse( ∫
V dd
cu∗V
)1/2
et est d'énergie 1. On a don
C(V,Ω) ≥ C(∂V,Ω) ≥
( ∫
Ω
µ∗V
)2
=
∫
V
ddcu∗V .
E(µ− µ∗V ) = E(µ) + E(µ
∗
V ) + 2
∫
Ω
gµ∗V dµ
= 2 + 2E(ddcu∗V )
−1/2
∫
V
u∗V dµ
= 2
(
1− E(ddcu∗V )
−1/2
∫
V
µ
)
soit enore
E(µ− µ∗V ) = 2
(
1−
µ(V )
µ∗V (V )
)
.
Il en déoule ∫
V
µ ≤
∫
V
µ∗V =
(∫
V
ddcu∗V
)1/2
et don
C(V,Ω) ≤
∫
V
ddcu∗V .
L'égalité
C(V,Ω) = C(∂V,Ω) =
∫
Ω
ddcu∗V
est démontrée.
La seonde assertion de la proposition se déduit immédiatement de la préédente puisque
tout ompat de Ω est ontenu dans un domaine k-anoïde. 2
Remarque 3.6.4.  Pour tout domaine k-anoïde V dans Ω, le support de la mesure ddcu∗V
est ontenu dans le bord de Shilov de V . On peut en fait être plus préis : un point x ∈ Γ(V )
appartient au support de ddcu∗V si et seulement s'il appartient à la frontière d'une omposante
onnexe X−V sur laquelle la fontion lisse u∗V n'est pas identiquement égale à −1, 'est-à-dire
si et seulement s'il appartient à la frontière d'une omposante onnexe de X − V renontrant
∂Ω.
Un ompat K ⊂ Ω est l'intersetion d'une famille déroissante de domaines k-anoïdes
Vλ ⊂ Ω, λ ∈ Λ. La fontion sous-harmonique et lisse uλ = uVλ = u
∗
Vλ
est identiquement
égale à −1 sur Vλ et harmonique sur Ω − Vλ. On a ainsi uλ = uλ′ = −1 sur Vλ′ ⊂ Vλ
quels que soient λ ≤ λ′ dans Λ, e qui implique uλ′ ≤ uλ sur Ω ; la famille (uλ)λ∈Λ est
roissante et ontenue dans F(K). Elle est majorée par la fontion sous-harmonique u∗K et
la régularisée semi-ontinue supérieurement u∗ de son enveloppe supérieure est une fontion
sous-harmonique sur Ω majorée par u∗K.
La fontion u∗ est d'autre part harmonique sur Ω−K en vertu de l'harmoniité de uλ sur
Ω − Vλ et supérieure ou égale à −1 sur K ; elle majore par onséquent tous les éléments de
F(K) et s'identie ainsi à u∗K.
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L'égalité u∗K = u
∗
implique l'harmoniité de u∗K sur Ω−K. Notons également que la mesure
ddcu∗K est la limite des mesures dd
cu∗Vλ = dd
cuλ puisque la famille (uλ) onverge dans D
0
;
par onséquent∫
K
ddcu∗K =
∫
Vλ′
ddcu∗K = inf
λ≥λ′
∫
Vλ′
ddcu∗Vλ = infλ∈Λ
∫
Vλ
ddcu∗Vλ = infλ∈Λ
C(Vλ,Ω).
Utilisant l'inégalité
C(K,Ω) ≤ inf
λ
C(Vλ,Ω),
les onstatations suivantes s'imposent :
 si
∫
K dd
cu∗K = 0, C(K,Ω) = 0 ;
 si
∫
K dd
cu∗K > 0,
E(ddcu∗K) = −
∫
K
u∗K dd
cu∗K ≥
∫
K
ddcu∗K
ar u∗K ≥ −1, don∫
K
ddcu∗K ≤
(∫
K
E(ddcu∗K)
−1/2ddcu∗K
)2
≤ C(K,Ω)
et nalement
C(K,Ω) =
∫
K
ddcu∗K.
Nous venons de démontrer la première assertion de la proposition suivante.
Proposition 3.6.5
(i) Pour tout ompat K ⊂ Ω,
C(K,Ω) =
∫
K
ddcu∗K.
(ii) La apaité relative desend sur les ompats : étant donnée une suite déroissante (Kn)
de ompats dans Ω, d'intersetion K,
C(K,Ω) = inf
n
C(Kn,Ω).
(iii) La apaité relative est fortement sous-additive sur les ompats : pour tous ompats
K1,K2 de Ω,
C(K1 ∪K2,Ω) + C(K1 ∩K2,Ω) ≤ C(K1,Ω) + C(K2,Ω).
Démonstration.
Le point (i) a été démontré.
(ii) Il sut de onsidérer, pour tout entier naturel n, une famille déroissante (Vn,λ)λ de
domaines k-anoïdes dans Ω d'intersetion Vn puis d'utiliser les identités
C(K,Ω) = inf
n,λ
C(Vn,λ,Ω) et C(Kn,Ω) = inf
λ
C(Kn,λ,Ω)
établies au ours de la démonstration du point (i).
(iii) Traitons tout d'abord le as de deux domaines (stritement) k-anoïdes K1 et K2 dans
Ω ; K1 ∩ K2 est alors un domaine (stritement) k-anoïde et il en est de même de K1 ∪ K2
(orollaire 2.1.17).
Sous es onditions, l'inégalité de l'énoné se déduit immédiatement de l'inégalité
u∗K1 + u
∗
K2 ≤ u
∗
K1∪K2 + u
∗
K1∩K2
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entre fontions lisses sur Ω ; démontrons ette dernière.
Soient ϕ = u∗K1 + u
∗
K2
et ψ = u∗K1∪K2 + u
∗
K1∩K2
. Ces fontions sont harmoniques sur
Ω− (K1 ∪K2) et nulles sur ∂Ω. Pour tout point x ∈ K1 ∪K2,{
ϕ(x) = −1 + u∗Ki(x) (i ∈ {1, 2})
ψ(x) = u∗K1∩K2(x)− 1
si x ∈ K1∆K2 = (K1 ∪K2)− (K1 ∩K2),
{
ϕ(x) = −2
ψ(x) = −2
si x ∈ K1 ∩K2.
Comme u∗K1 , u
∗
K2
≤ u∗K1∩K2 (remarque 3.6.2, 1), ϕ ≤ ψ sur K1 ∪K2 et don nalement ϕ ≤ ψ
sur ∂(Ω− (K1 ∪K2)) ; il ne reste qu'à appliquer le prinipe du maximum.
Le as de deux parties ompates se déduit immédiatement de e qui préède par passage
à la borne inférieure. 2
Tout ouvert U de Ω est la réunion d'une famille roissante de domaines k-anoïdes Vλ ⊂ Ω.
Posons uλ = u
∗
Vλ
; les inlusions Vλ ⊂ Vλ′ ⊂ U impliquant les inégalités
u∗U ≤ uλ′ ≤ uλ
(voir à la suite de la remarque 3.6.4), la fontion maximale de U est majorée par l'enveloppe
inférieure u de la famille des (uλ). D'autre part : la fontion uλ étant identiquement égale à
−1 sur Vλ pour tout λ, la fontion sous-harmonique u est identiquement égale à −1 sur Ω et
est par onséquent majorée par u∗U . Nous avons ainsi prouvé l'identité
u∗U = inf
λ
uλ.
Celle-i onduit à deux observations importantes :
 u∗U est identiquement égale à −1 sur U ;
 la famille des mesures de Radon positives (ddcuλ) onverge (faiblement) vers la mesure
ddcu∗U : ∫
Ω
ϕ ddcu∗U = lim
λ
∫
Ω
ϕ ddcuλ
pour toute fontion ϕ ∈ A0c(Ω). En partiulier, lorsque U est ontenu dans un ompat
K de Ω, ∫
Ω
ϕ ddcu∗U = lim
λ
∫
Ω
ϕ ddcuλ = lim
λ
∫
Ω
ddcuλ
pour toute fontion ϕ ∈ A0c(Ω) identiquement égale à 1 au voisinage de K, d'où∫
Ω
ddcu∗U = sup
λ
C(Vλ,Ω)
et don, tout ompat ontenu dans U étant ontenu dans l'un des Vλ,
C(U,Ω) =
∫
U
ddcu∗U .
Nous venons de prouver la proposition suivante.
Proposition 3.6.6.  La fontion maximale u∗U d'un ouvert U de Ω est identiquement
égale à −1 sur U et, si U est relativement ompat dans Ω,
C(U,Ω) =
∫
U
ddcu∗U .
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Remarque 3.6.7.  La apaité relative d'un ouvert U de Ω est la borne supérieure
des C(V,Ω) lorsque V parourt l'ensemble des domaines k-anoïdes de U . En vertu de
la proposition 3.6.3, C(U,Ω) est également la borne supérieure des C(S,Ω), S parourant
l'ensemble des parties nies de I(U).
La apaité extérieure relative à Ω est l'appliation C∗(.,Ω) de l'ensemble des parties de Ω
dans R≥0 ∪ {+∞} dénie par la formule
C∗(E,Ω) = inf{C(U,Ω) ; E ⊂ U ⊂ Ω et U ouvert}.
Proposition 3.6.8.  La apaité extérieure C∗(.,Ω) possède les propriétés suivantes :
(i) elle est roissante : si E1 ⊂ E2 ⊂ Ω, C
∗(E1,Ω) ≤ C
∗(E2,Ω) ;
(ii) elle oïnide ave la apaité relative C(.,Ω)  et don desend  sur les ompats de
Ω ;
(iii) elle est fortement sous-additive : si E1, E2 ⊂ Ω,
C∗(E1 ∪ E2,Ω) + C
∗(E1 ∩ E2,Ω) ≤ C
∗(E1,Ω) + C
∗(E2,Ω);
(iv) elle monte sur les sous-ensembles quelonques de Ω : pour toute suite roissante (En)
de parties de Ω, de réunion E,
C∗(E,Ω) = sup
n
C∗(En,Ω).
Démonstration.
Le point (i) est trivial.
Le point (ii) se démontre aisément : soit en eet K ⊂ Ω un ompat et onsidérons une famille
déroissante de domaines k-anoïdes Vλ ⊂ Ω telle que
K =
⋂
λ
Vλ.
Pour tout λ,
C(K,Ω) ≤ C∗(K,Ω) ≤ C∗(Vλ − ∂Vλ,Ω) ≤ C(Vλ,Ω) ;
il vient don
C(K,Ω) ≤ C∗(K,Ω) ≤ inf
λ
C(Vλ,Ω) = C(K,Ω).
Le point (iii) se démontre en trois étapes.
Première étape. Lorsque E1 et E2 sont des ompats, le résultat a été démontré à la proposition
3.6.5 puisque la apaité extérieure oïnide alors ave la apaité relative.
Deuxième étape. Supposons alors que E1 et E2 soient deux ouverts de Ω et soit K un ompat
ontenu dans E1 ∪E2. Étant donné un nombre réel stritement positif ε, il existe un ompat
K′ ontenu dans E1 ∩E2 tel que
C(E1 ∩ E2,Ω) ≤ C(K
′,Ω) + ε
et l'on pose K′′ = K ∪ K′ ; puisque E1 et E2 sont des ouverts de Ω, K
′′
1 = K
′′ ∩ (Ω − E2)
et K′′2 = K
′′ ∩ (Ω − E1) sont des ompats tels que K
′′
i ⊂ Ei, i = 1, 2, K
′′ = K′′1 ∪ K
′′
2 et
K′ ⊂ K′′1 ∩K
′′
2. Dans es onditions,
C(K,Ω) ≤ C(K′′,Ω) = C(K′′1 ∪K
′′
2,Ω) ≤ C(K
′′
1,Ω) + C(K
′′
2,Ω)− C(K
′,Ω)
≤ C(E1,Ω) + C(E2,Ω)− C(E1 ∩E2) + ε
et don
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C∗(E1 ∪ E2,Ω) + C
∗(E1 ∩ E2,Ω) = C(E1 ∪ E2,Ω) + C(E1 ∩ E2,Ω)
≤ C(E1,Ω) + C(E2,Ω) = C
∗(E1,Ω) + C
∗(E2,Ω).
Troisième étape. Traitons enn le as de deux parties quelonques E1, E2 de Ω. Soient ε un
nombre réel stritement positif et Ui un voisinage ouvert de Ei tel que
C∗(Ui,Ω) ≤ C
∗(E1,Ω) +
ε
2
(i = 1, 2) ; U1 ∪ U2 (resp. U1 ∩ U2) est alors un voisinage ouvert de E1 ∪ E2 (resp. E1 ∩ E2)
dans Ω et, en vertu de l'étape préédente,
C∗(E1 ∪E2,Ω) +C
∗(E1 ∩ E2,Ω) ≤ C
∗(U1 ∪ U2,Ω) + C
∗(U1 ∩ U2,Ω)
≤ C∗(U1,Ω) + C
∗(U2,Ω)
≤ C∗(E1,Ω) + C
∗(E2,Ω) + ε.
Cei ahève la démonstration du point (iii).
Le point (iv) est trivial lorsque les En sont des ouverts et le as général s'en déduit aisément.
Soient en eet ε un nombre réel stritement positif et U0 un voisinage ouvert de E0 dans Ω
tel que
C∗(E0,Ω) ≤ C
∗(U0,Ω) = C(U0,Ω) ≤ C
∗(E0,Ω) + ε/2.
Si E ⊂ U0,
C∗(E,Ω) ≤ C(U0,Ω) ≤ C
∗(E0,Ω) + ε ≤ sup
n
C∗(En,Ω) + ε;
sinon, notons n1 le plus petit entier tel que En1 ne soit pas ontenu dans U0. Comme
C∗(U0 ∪ En1,Ω) ≤ C
∗(U0,Ω) + C
∗(En1 ,Ω)− C
∗(E0,Ω) ≤ C
∗(En1 ,Ω) + ε/2,
il existe un voisinage ouvert U1 de U0 ∪ En1 dans Ω tel que
C∗(U1,Ω) ≤ C
∗(U0∪En1)+ε/4 ≤ C
∗(En1 ,Ω)+(1/2+1/4)ε ≤ sup
n
C∗(En,Ω)+(1/2+1/4)ε.
L'itération de e proédé fournit nalement un voisinage ouvert U de E tel que
C∗(E,Ω) ≤ C∗(U,Ω) ≤ sup
n
C∗(En,Ω) + ε,
e qui prouve l'inégalité
C∗(E,Ω) ≤ sup
n
C∗(En,Ω)
et don l'égalité désirée. 2
La apaité extérieure (relative) C∗(.,Ω) est ainsi une apaité au sens de G. Choquet sur
l'espae topologique séparé Ω.
Théorème 3.6.9.  Pour tout sous-ensemble borélien B de Ω,
C∗(B,Ω) = C(B,Ω) =
(
sup
{∫
B
dµ ; µ ∈ E(Ω) et E(µ) = 1
})2
.
C'est une appliation du théorème de apaitabilité de Choquet, qui établit plus générale-
ment l'identité C∗(A,Ω) = C(A,Ω) pour tout sous-ensemble analytique A de Ω (analytique
au sens de la topologie générale !).
Proposition 3.6.10.  Pour toute partie relativement ompate E de Ω,
C∗(E,Ω) =
∫
Ω
ddcu∗E .
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Démonstration. La relative ompaité de E dans Ω garantit que la fontion maximale u∗E
s'annule identiquement sur ∂Ω (remarque 3.6.2, 2) et s'identie don ave le potentiel de la
mesure de Radon positive ddcu∗E .
Notons U l'ensemble ltrant et non vide des voisinages ouverts relativement ompats de
E dans Ω et soit u∗ la régularisée semi-ontinue supérieurement de la famille roissante des
fontions u∗U , U ∈ U ; nous allons prouver l'égalité désirée en établissant l'identité
u∗E = u
∗.
L'inégalité u∗ ≤ u∗E est triviale (remarque 3.6.2, 1).
Fixons un nombre réel ε > 0 et soit u une fontion dans F(E). L'ensemble {u < −1+ε} est
un voisinage ouvert de E dans Ω et ontient don un voisinage ouvert relativement ompat
U de E ; la fontion u∗U étant identiquement égale à −1 sur U (proposition 3.6.6), l'inégalité
u ≤ (1−ε)u∗U en déoule. La famille F(E) est par onséquent majorée par elle des (1−ε)u
∗
U ,
U ∈ U , et don
u∗E ≤ (1− ε)u
∗.
2
Une onséquene immédiate de la proposition préédente est la aratérisation des parties
polaires de Ω omme zéros de la apaité extérieure C∗(.,Ω).
Théorème 3.6.11.  Lorsque Ω est onnexe, les assertions suivantes sont équivalentes
pour tout sous-ensemble E ⊂ Ω :
(i) E est polaire ;
(ii) C∗(E,Ω) = 0 ;
(iii) u∗E = 0 ;
(iv) il existe une fontion u ∈ SH(Ω) telle que u ≤ 0 et E ⊂ {u = −∞}.
Démonstration.
(i) ⇒ (ii). La apaité relative C(E,Ω) d'une partie polaire E de Ω est nulle et, puisque E
est ontenu dans un sous-ensemble borélien et polaire de Ω, il en est de même de sa apaité
extérieure en vertu du théorème 3.6.8 (et de la roissane de C∗(.,Ω)).
(ii) ⇒ (iii). Tout sous-ensemble E de apaité extérieure nie est ontenu dans un ouvert U
de Ω de apaité relative C(U,Ω) nie, don relativement ompat. Il sut alors d'appliquer
la proposition préédente.
(iii) ⇒ (iv). La fontion maximale u∗E et l'enveloppe supérieure uE de la famille F(E) oïn-
ident sur I(Ω). Choisissons alors un point x ∈ I(Ω) et une suite (un) de fontions dans F(E)
telle que un(x) ≥ −2
−n
pour tout entier naturel n. La suite déroissante( ∑
0≤n≤N
un
)
N
de fontions sous-harmoniques négatives sur Ω, minorée par −2 en x, onverge vers une
fontion sous-harmonique négative u ∈ SH(Ω) (en vertu de la onnexité de Ω), qui est iden-
tiquement égale à −∞ sur E.
(iv) ⇒ (i). C'est évident. 2
Remarque 3.6.12.  L'hypothèse de onnexité sur Ω peut être aaiblie en demandant
seulement que l'ensemble π0(Ω) soit au plus dénombrable ; ette dernière ondition est nées-
saire à la validité du théorème. Supposons par exemple que le orps résiduel k˜ de k soit de
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puissane > ℵ0 et hoisissons, pour tout ξ ∈ k˜, un élément xξ de k
◦
se réduisant sur ξ ; notant
η le point de Gauss dans A1k et Ω l'ouvert A
1
k − {η} de A
1
k, la réunion des points xξ onstitue
une partie fermée E de Ω pour laquelle les assertions des points (iii) et (iv) sont trivialement
vériées.
Il est faile de voir que la apaité extérieure de E est innie. L'ensemble des ouverts U de
Ω de la forme
U =
⋃
ξ∈E
D(ξ, εξ),
où εξ ∈]0, 1[ pour tout ξ, est en eet un système fondamental de voisinages de E dans Ω ;
l'ensemble E étant par onstrution non dénombrable et haque disque D(ξ, εξ) ayant une
apaité stritement positive, un tel ouvert est de apaité innie et don
C∗(E,Ω) = +∞.
Remarquons enn que l'ensemble E n'est pas une partie polaire de Ω selon la dénition
introduite en 3.1.2 puisqu'il ne peut être reouvert par un ensemble dénombrable d'ouverts
onnexes de Ω. Les points (i) et (ii) du théorème préédent sont en défaut dans et exemple.
La  pathologie  que l'on vient de mettre en évidene (et sa version duale renontrée
lorsque le groupe |k×| n'est pas dénombrable) est la justiation de la restrition introduite
dans la dénition des sous-ensembles polaires d'une ourbe stritement k-analytique lisse (e
ne sont pas simplement les parties loalement ontenues dans l'ensemble des innis d'une
fontion sous-harmonique).
Il est faile de voir que les points (i)-(iv) sont en défaut lorsque E est vu omme partie de
l'ouvert onnexe Ω′ = D(0, r) = {|T | < r} ⊂ A1k, r > 1. Une fontion sous-harmonique u sur
Ω′ est néessairement harmonique, don loalement onstante, sur le omplémentaire d'une
partie dénombrable de π0(Ω
′ − {η}) puisque la mesure ddcu est de masse nie au voisinage
de η. Toutes les fontions appartenant à
F(E) = {u ∈ SH(Ω′) ; u ≤ 0 et u|E ≤ −1}
prennent don néessairement la valeur −1 au point η et la fontion maximale u∗E est identi-
quement égale à −1 sur E(0, 1). Le même raisonnement prouve qu'il n'existe pas de fontion
sous-harmonique sur Ω′ prenant la valeur −∞ aux points de E et les seuls ouverts onnexes
dans Ω′ sur lesquels on peut trouver une telle fontion sont les D(xξ, 1). Enn, la apaité
relative des ouverts ⋃
ξ∈ek
D(xξ, εξ),
est égale à ∫
Ω′
ddcu∗E = C(E(0, 1),Ω
′) = (log r)−1
pour tous nombres réels εξ ∈]0, 1[ et il en don de même pour C
∗(E,Ω′).
Reprenant la terminologie usuelle dans le adre arhimédien, nous dirons qu'une propriété
(P ) est vraie quasi-partout sur un sous-ensemble E de X s'il existe une partie polaire E′ ⊂ X
telle que (P ) soit vraie sur E ∩ (X − E′). Utilisant la aratérisation des parties polaires
obtenues au théorème 3.6.11, il est maintenant faile d'établir la aratérisation suivante des
fontions maximales.
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Théorème 3.6.13.  Quels que soient l'ouvert Ω ⊂ X tel que ∂Ω ⊂ I(X) et le ompat
K ⊂ Ω, la fontion maximale u∗K est l'unique fontion sous-harmonique sur Ω et harmonique
sur Ω−K qui soit identiquement nulle sur ∂Ω et quasi-partout égale à −1 sur K.
Démonstration. Vérions tout d'abord que la fontion maximale u∗K possède les propriétés
voulues ; il sut pour ela de prouver qu'elle est quasi-partout égale à −1 sur K.
Il n'y a qu'un nombre ni de omposantes onnexes de Ω qui renontrent K et la réunion
d'une famille nie (dénombrable) de parties polaires est polaire ; nous pouvons don supposer
Ω onnexe et utiliser le théorème 3.6.11.
Le ompat K est l'intersetion d'une famille déroissante de domaines k-anoïdes Vλ ⊂ Ω,
λ ∈ Λ (orollaire 2.1.18). Soit uλ la fontion maximale de Vλ dans Ω (λ ∈ Λ) : 'est une fontion
lisse sur Ω, nulle sur ∂Ω et identiquement égale à −1 sur Vλ.
La famille (uλ) est roissante et la fontion maximale u
∗
K de K dans Ω est la régularisée
semi-ontinue supérieurement de l'enveloppe supérieure u des uλ (voir la disussion préédant
la proposition 3.6.5). L'ensemble
{u < u∗K} =
⋃
N≥1
⋂
λ∈Λ
{uλ ≤ u
∗
K − 1/N}
est un Fσ de Ω ar {f ≤ g} est fermé pour toutes fontions f ontinue et g semi-ontinue
supérieurement.
La famille (uλ) onverge vers u
∗
K dans D
0(Ω) et, la famille (E(ddcuλ)) étant bornée (dé-
roissante), la limite u∗K appartient à W
1(Ω) en vertu du lemme 3.5.3. Cei implique la µ-
négligeabilité du fermé
EN =
⋂
λ
{uλ ≤ u
∗
K − 1/N}
pour toute mesure µ ∈ E(Ω) et tout entier N ≥ 1. Les fermés EN sont par onséquent tous
de apaité relative nulle et
C∗({u < u∗K},Ω) = sup
N
C∗(EN ,Ω) = sup
N
C(EN ,Ω) = 0.
La fontion u∗K est ainsi égale à u = −1 sur le omplémentaire dans K d'une partie polaire.
Vérions nalement l'assertion d'uniité : puisqu'une fontion sous-harmonique sur Ω est
uniquement déterminée par sa restrition à I(Ω), deux fontions sous-harmoniques sur Ω
quasi-partout égales sont égales en vertu de la non polarité des points de I(Ω). 2
Nous en déduisons en partiulier l'invariane des apaités relatives par extension des sa-
laires.
Proposition 3.6.14.  Soit Ω ⊂ X un ouvert tel que ∂Ω ⊂ I(X). Quelle que soit l'ex-
tension non arhimédienne K/k, l'image réiproque p−1K (Ω) de Ω par la projetion anonique
pK : X⊗̂kK → X est un ouvert dont la frontière est ontenue dans I(X⊗̂kK) et, pour toute
partie E de Ω,
C(p−1K (E), p
−1
K (Ω)) = C(E,Ω) et C
∗(p−1K (E), p
−1
K (Ω)) = C
∗(E,Ω).
Démonstration. Soit K/k une extension non arhimédienne. L'assertion sur l'ouvert p−1K (Ω)
déoule de la proposition 2.1.21.
L'image réiproque d'un ompat K ⊂ Ω par la projetion anonique pK : X⊗̂kK → X
est une partie fermée de X⊗̂kK, don ompate ; on en déduit immédiatement qu'il sut de
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prouver l'égalité
C(p−1K (K), p
−1
K (Ω)) = C(K,Ω)
pour tout ompat K ⊂ Ω. On peut supposer que Ω est onnexe (f. remarque 3.6.1, 3).
L'image réiproque par pK d'une partie polaire E ⊂ Ω est une partie polaire : il existe en
eet une fontion sous-harmonique u sur Ω telle que E ⊂ {u = −∞} (théorème 3.6.11) et,
la fontion p∗Ku étant sous-harmonique sur p
−1
K (Ω) (proposition 3.1.14, (ii)), le sous-ensemble
p−1K (E) ⊂ {p
∗
Ku = −∞} est bien polaire.
Posons p−1K (K) = K
′
. La aratérisation de la fontion maximale u∗K (resp. u
∗
K′) omme
unique fontion semi-ontinue supérieurement sur Ω (resp. p−1K (Ω)), nulle sur ∂Ω (resp.
∂p−1K (Ω) ⊂ p
−1
K (∂Ω)), égale à −1 quasi-partout sur K (resp. K
′
) et harmonique sur Ω − K
(resp. p−1K (Ω)−K
′
) implique, ompte tenu de l'observation préédente, l'égalité
u∗K′ = p
∗
Ku
∗
K.
Il en déoule, utilisant la proposition 3.6.5 (i) et le théorème 3.2.10,
C(p−1K (K), p
−1
K (Ω)) =
∫
p−1
K
(Ω)
ddcu∗K′ =
∫
p−1
K
(Ω)
ddcp∗Ku
∗
K
=
∫
Ω
(pK)∗dd
cp∗Ku
∗
K
=
∫
Ω
ddcu∗K = C(K,Ω).
2
3.6.2. Métriques apaitaires sur
(
Ω1X
)∨
.
Étant donné un ompat strit et non polaire K ⊂ X, les notions et résultats qui préèdent
permettent de généraliser le point (ii) de la proposition 3.3.7.
Théorème 3.6.15.  Il existe, pour tout point x ∈ X −K, une unique fontion
gx,K : X → R ∪ {+∞}
ontinue au voisinage de x et satisfaisant aux onditions suivantes :
(i) gx,K est sous-harmonique sur X − {x} et harmonique sur X − (K ∪ {x}) ;
(ii) gx,K est quasi-nulle sur K ;
(iii) le ourant ddcgx,K+ δx est une mesure de probabilité dont le support est ontenu dans
K.
Démonstration. L'uniité est une appliation immédiate du prinipe du maximum.
L'existene d'une telle fontion se déduit diretement des résultats préédent lorsque x est
un point de I(X). La fontion extrêmale u de K relativement à l'ouvert Ω = X − {x} est, en
eet, une fontion sous-harmonique sur X − {x}, identiquement nulle sur toute omposante
onnexe de Ω ne renontrant pas K et harmonique sur Ω−K. Elle est en outre quasi-partout
égale à −1 sur K et le ourant µ = ddc(u|Ω) est une mesure de Radon positive de support K
et de masse C(K,Ω) > 0. La fontion u satisfait don à l'équation de ourants
ddcu = µ− C(K,Ω)δx
et il sut ainsi de dénir la fontion gx,K par la formule
gx,K = C(K,Ω)
−1(1 + u).
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Le as d'un point x ∈ X − I(X) se déduit aisément du préédent en introduisant un point
y ∈ I(X) tel que K soit ontenu dans l'ouvert X − {y} et disjoint de la omposante onnexe
ontenant x. La fontion gx,K est dénie par la formule
gx,K = gy,K − gy,x
où gy,x est l'unique fontion X → R ∪ {−∞} semi-ontinue supérieurement qui vérie{
ddcgy,x = δx − δy
gy,x(y) = 0.
2
La fontion gx,K est appelée le potentiel d'équilibre de x dans l'ouvert X −K. Étant donné
un diviseur eetif D sur X dont le support est disjoint de K, la formule
− log ||1D|| =
∑
x∈|D|
ordx(D)[κ(x) : k]gx,K
dénit une métrique sous-harmonique sur le faiseau inversible O(D) dont la forme de ourbure
est une mesure de Radon positive portée par K et de masse deg(D).
Quel que soit le point x de X, nous noterons x le H(x)-point de la ourbe X⊗̂kH(x) ano-
niquement déni par l'homomorphisme x :M(H(x))→ X ; lorsque X⊗̂kH(x) est identiée à
la bre de la seonde projetion pr2 : X ×X → X au-dessus de x, le point x n'est autre que
l'intersetion de ette bre ave la diagonale ∆X ⊂ X ×X.
Le morphisme anonique px : X⊗̂kH(x) → X  induit par la première projetion pr1 :
X × X → X si X⊗̂kH(x) est identié à la bre pr
−1
2 (x)  donne lieu à un isomorphisme
anonique (et tautologique) de H(x)-espaes vetoriels (de dimension 1)
Ω1X [x] →˜ Ω
1
X b⊗kH(x)
[x],
où
Ω1X [x] = x
∗Ω1X,x = Ω
1
X,x ⊗OX,x H(x)
et
Ω1
X b⊗kH(x)
[x] = x∗Ω1
X b⊗kH(x)
.
Étant donné un ompat strit et non polaire K ⊂ X, l'observation préédente permet de
munir la restrition du faiseau otangent Ω1X à l'ouvert X − K d'une métrique ||.||
c
K dénie
par le développement asymptotique au voisinage de x :
gx,p−1x (K) + log |f | = log ||df ||
c
K(x) + o(1)
pour tout point x ∈ Ω−K et toute équation loale f de x dans X⊗̂kH(x).
La métrique duale sur la restrition du faiseau tangent
(
Ω1X
)∨
à l'ouvert X − K est
appelée métrique apaitaire et enore notée ||.||cK. Cette terminologie est justiée par les
onsidérations qui suivent.
Norme anonique sur Ω1X [x], x ∈ I(X).
La formule
Ω1X = OX×X
(
−∆X
)
|∆X
,
implique en partiulier l'identité des H(x)-espaes vetoriels
Ω1X [x] = x
∗Ω1X
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et
x∗OX×X
(
−∆X
)
;
par suite, toute H(x)-norme sur e dernier espae vetoriel dénit une H(x)-norme sur Ω1X [x].
Soit x ∈ X un point de type (2) ou (3). Étant donnée une extension non arhimédienne
K/k, on a déni au paragraphe 2.1.3 (Extension des salaires) un sous-ensemble ni iK(x) de
p−1K (x) ⊂ X⊗̂kK aratérisé par la propriété suivante : quel que soit le domaine k-anoïde
Y ⊂ X tel que Γ(Y ) = {x}, iK(x) est le bord de Shilov Γ(Y ⊗̂kK) du domaine K-anoïde
Y ⊗̂kK ⊂ X⊗̂kK.
Dans le as partiulier K = H(x), Ωx = X⊗̂kH(x) − iH(x)(x) est un ouvert ontenant
le point x et dont la frontière est ontenue dans I(X⊗̂kH(x)) ; on peut don onsidérer le
potentiel d'équilibre gx du point x dans Ωx et la formule
− log ||1∆X |||X b⊗kH(x) = − log ||1[x]|| = gx
munit le faiseau inversible OX b⊗kH(x)([x]) d'une métrique ontinue. Noter que e faiseau
est la restrition à pr−12 (x) du faiseau inversible OX×X(∆X) sur X ×X ; on peut d'ailleurs
démontrer que la métrique que l'on vient de dénir est la restrition d'une métrique ontinue
sur OX×X(∆X) (voir le théorème 5.1.5).
On appelle norme anonique, et on note ||.||0(x), la H(x)-norme sur Ω
1
X [x] orrespondant
à la norme sur OX b⊗kH(x)(−[x]) induite par la métrique
− log ||1
⊗(−1)
[x] || = log ||1[x]|| = −gx.
Lemme 3.6.16.  Soit x un point de I(X) ; la norme anonique sur Ω1X [x] est aratérisée
par la propriété suivante : pour toute fontion méromorphe régulière f sur X,
log |pr∗2f − pr
∗
1f |+ gx = log ||df ||0(x) + o(1)
au voisinage du point x de pr−12 (x).
Démonstration. La ondition sur le point x garantit que toute fontion méromorphe régu-
lière f sur X est une setion de OX au voisinage de x.
La vériation de la formule de l'énoné est une tautologie : via l'identiation
Ω1X = OX×X
(
−∆X
)
|∆X
,
la setion méromorphe df de Ω1X orrespond à la setion méromorphe (pr
∗
2f − pr
∗
1f) 1
⊗(−1)
∆X
de ΩX×X
(
−∆X
)
et
log ||df ||0(x) = log ||(pr
∗
2f − pr
∗
1f) 1
⊗(−1)
∆X
||(x)
= lim
y∈pr−12 (x), y→x
(
log |pr∗2f − pr
∗
1f ||pr−12 (x)
− log ||1∆X |||pr−12 (x)
)
(y)
= lim
y∈pr−12 (x), y→x
(
log |pr∗2f − pr
∗
1f ||pr−12 (x)
+ gx
)
(y)
en vertu la ontinuité de la métrique onsidérée sur OX×X
(
−∆X
)
|pr−12 (x)
. 2
Nous disposons maintenant, pour tout point x ∈ I(X − K), de deux normes sur la H(x)-
droite vetorielle Ω1X [x] : ||.||
c
K(x) et la norme anonique ||.||0(x). On va voir qu'elles sont
reliées par l'intermédiaire de la apaité relative C(K,X − {x}) lorsque le point x vérie la
ondition supplémentaire
le sous-ensemble iH(x)(x) de X⊗̂kH(x) est réduit à un point.
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Cette ondition est vériée, par exemple, si x est de type (2) et s'il existe une S-ourbe
lisse géométriquement irrédutible X telle que Xη soit un domaine k-anoïde de X de point
de Shilov x ('est le as si k est algébriquement los).
Proposition 3.6.17.  Quel que soit point x dans I(X −K) vériant la ondition préé-
dente,
log ||.||cK(x) = log ||.||0(x) + C(K,X − {x})
−1.
Démonstration. Étant donnée une fontion méromorphe régulière f sur X, (pr∗2f −
pr∗1f)|pr−12 (x)
est une équation loale de x sur pr−12 (x) = X⊗̂kH(x) et
log ||df ||cK(x) = lim
y∈pr−12 (x), y→x
(
log |pr∗2f − pr
∗
1f ||pr−12 (x)
+ gx,p−1x K
)
(y)
= lim
y∈pr−12 (x), y→x
((
log |pr∗2f − pr
∗
1f ||pr−12 (x)
+ gx
)
+
(
gx,p−1x K − gx
))
(y)
= log ||df ||0(x) + lim
y∈pr−12 (x), y→x
(
gx,p−1x K − gx
)
(y).
En vertu du lemme suivant,
lim
y∈pr−12 (x), y→x
(
gx,p−1x K − gx
)
(y) = p∗xgx,K(x) = gx,K(x) ;
puisque gx,K(x) = C(K,X−{x})
−1
(voir la démonstration du théorème 3.6.15), nous obtenons
nalement la formule
log ||.||cK(x) = log ||.||0(x) + C(K,X − {x})
−1.
2
Lemme 3.6.18.  Sous les mêmes hypothèses que la proposition 3.6.17,
gx,p−1x (K) = p
∗
xgx,K + gx.
Démonstration. Notons y l'unique point de iH(x)(x). Vu la dénition des potentiels d'équi-
libre, la fontion p∗xgx,K est harmonique surX⊗̂kH(x)−
(
p−1x (K)∪{y}
)
, quasi nulle sur p−1x (K),
égale à C(K,X − {x})−1 au point y et
Supp(ddcp∗xgx,K + δy) ⊂ p
−1
x (K).
La fontion gx est, elle, harmonique sur X⊗̂kH(x)−{y, x}, nulle au point y et dd
cgx = δy−δx.
Les observations préédentes impliquent immédiatement que la fontion p∗xgx,K + gx est le
potentiel d'équilibre de x dans X⊗̂kH(x)− p
−1
x K. 2
Nous noterons enore ||.||0(x) et ||.||
c
K(x) les normes sur la H(x)-droite vetorielle(
Ω1X
)∨
[x] =
(
Ω1X [x]
)∨
duales des normes ||.||0(x) et ||.||
c
K(x) sur Ω
1
X [x] respetivement. Elles
sont reliées par la formule suivante :
log ||.||cK(x) = log ||.||0(x) + C(K,X − {x})
−1.
Corollaire 3.6.19.  Soit x un point dans I(X) tel que l'ensemble iH(x)(x) soit réduit
à un point. Quel que soit l'élément non nul t de
(
Ω1X
)∨
[x], la fontion
K 7→ ||t||cK
est une apaité (au sens de Choquet) sur l'ensemble des ompats de X − {x}.
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Démonstration. C'est une onséquene immédiate de la formule
||t||cK(x) = ||t||0(x)exp
(
− C(K,X − {x})−1
)
et du fait que, C(.,X − {x}) étant une apaité de Choquet sur les ompats de X − {x} et
la fontion
R≥0 → R≥0, x 7→ e
−1/x
étant roissante, exp
(
−C(.,X − {x})−1
)
est enore une apaité. 2
Soient enn x un point dans (X−K)(k) et f une équation loale de x dans X. Considérons
un voisinage stritement k-anoïde V de x dans X n'ayant qu'un seul point de Shilov x′,
lequel satisfait de plus à la ondition |H(x)×| = |k×|, et tel que f soit inversible sur V −{x} ;
on normalise f de telle sorte que |f(x′)| = 1. Le potentiel d'équilibre gx,K de x dans X − K
s'érit
gx,K = gx′,K − gx′,x,
où gx′,x est la fontion égale à log |f | sur V
′
et 0 sur X − V ′. On a don
log ||df ||cK = limy→x
(
log |f |+ gx,K
)
(y)
= lim
y→x
gx′,K(y)
= gx′,K(x
′)
= C(K,X − {x′})−1.
Observant que tout point x ∈ X(k) admet un système fondamental de voisinages strite-
ment k-anoïdes isomorphes au disque unité  don ayant un seul point de Shilov x′, lequel
vérie Card(iH(x′)(x
′)) = 1  nous déduisons le théorème suivant des résultats du paragraphe
3.6.1 (propositions 3.6.5 et 3.6.8, théorème 3.6.11).
Théorème 3.6.20.  Quels que soient le point x ∈ X(k) et l'élément non nul
t ∈
(
Ω1X
)∨
[x], la fontion
{ompats K ⊂ X − {x}} → R≥0, K 7→
{
||t||cK si K n'est pas polaire
0 si K est polaire,
donne naissane à une apaité Capx,t (au sens de Choquet) sur l'ensemble des parties de
X − {x} en posant
Capx,t(Ω) = sup{||t||
c
K ; K ⊂ Ω, K ompat}
pour tout ouvert Ω ⊂ X − {x} et
Capx,t(E) = inf{Capx,t(Ω) ; E ⊂ Ω, Ω ⊂ X − {x} ouvert}
pour toute partie E de X − {x}.
On a
Capx,t(K) = ||t||
c
K
pour tout ompat K ⊂ X − {x} et une partie E de X − {x} est polaire si et seulement si
Capx,t(E) = 0.
Remarque 3.6.21.  Dans le théorème préédent, la restrition x ∈ X(k) est superue.
121
3.6.3. Exemple et appliation.
Nous onluons ette setion par un exemple de alul de apaités et une appliation.
Nous supposons ii que la valuation de k est disrète et posons R = k◦, m = k◦◦, S =
Spf(R). Notons également q = Card(k˜) et log |k×| = Zℓ ⊂ R, ℓ ≥ 0.
Soit X une S-ourbe propre et régulière dont la bre générique X = Xη est lisse et dont la
bre spéiale Xs est un diviseur à roisements normaux simple (les omposantes irrédutibles
de X réds sont régulières) ; on note r l'appliation de rédution X → Xs.
Lemme 3.6.22.  L'appliation r envoie l'ensemble X (R) = X(k) sur l'ensemble des k˜-
points réguliers de Xs.
Démonstration. Soient x un point dans X (R), x∗ : OX ,r(x) → R le morphisme orrespondant
et (t1, t2) un système de paramètres sur X en r(x) tel que mOX ,r(x) = t
n1
1 t
n2
2 OX ,r(x). L'idéal
m = x∗mOX ,r(x) de R étant engendré par les éléments x
∗t1, x
∗t2, l'identité
1 = n1v(x
∗t1) + n2v(x
∗t2),
obtenue en appliquant la valuation m-adique v, implique n1 = 0, n2 = 1 ou n1 = 1, n2 = 0 ;
r(x) est don un point régulier de Xs.
Réiproquement, l'anneau loal R étant omplet, tout k˜-point lisse de Xs se relève en un
R-point de X . 2
Notons Rég(Xs) l'ouvert des points réguliers de la k˜-ourbe algébrique Xs et introduisons
l'appliation
ξ : Rég(Xs)(k˜)→ S0(X )
telle que r(ξ(x˜)) soit le point générique de la omposante irrédutible de X réds ontenant x˜.
Intermède. Le graphe dual de la ourbe nodale X réds porte une struture naturelle de poly-
èdre entier : à un point singulier x˜ de X réds appartenant à des omposantes irrédutibles de
multipliités n1 et n2 dans X est assoié le polytope entier de groupe strutural
(R⊕ Zt′1 ⊕ Zt
′
2)/Z(t
′
1 + t
′
2 − ℓ/n1n2).
On note enore S(X ) e polyèdre entier, qui oïnide ave elui préédemment déni lorsque
X est (simplement) semi-stable. On peut montrer de nouveau qu'il s'identie naturellement à
un fermé de Xη et que l'on dispose d'une rétration τX : Xη → S(X ). La struture de polyèdre
entier sur S(X ) est ompatible à la théorie du potentiel sur Xη, au sens où
ddc(ϕ ◦ τX ) = dd
cϕ
pour toute fontion lisse ϕ ∈ A0(S(X )).
Étant donné un point singulier x˜ de X réds au voisinage duquel la bre spéiale Xs est dénie
par tn11 t
n2
2 ∈ mO
×
X ,ex, la fontion − log |t1| vérie l'équation
ddc(− log |t1|) = n2(δx − δy)
où x (resp. y) est le point de S0(X ) ⊂ S(X ) orrespondant à la omposante irrédutible de
Xs d'équation t2 = 0 (resp. t1 = 0).
Quel que soit le point x˜ ∈ Rég(Xs)(k˜), l'ensemble
K
ex = r
−1(x˜) ∩ X (R) = r−1(x˜) ∩ X (R)
est un ompat ontenu dans l'ouvert r−1(x˜).
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Proposition 3.6.23.  Quel que soit le point x˜ ∈ Rég(Xs)(k˜),
C
(
K
ex, r
−1(x˜)
)
= C
(
K
ex,X−{ξ(x˜)}
)
= C
(
K
ex,X−S0(X )
)
= C
(
K
ex,X−S(X )
)
=
1
ℓ
(
1−
1
q
)
.
Démonstration. Nous allons déterminer expliitement la fontion extrêmale u∗ du ompat
K
ex. Posons X0 = X et soit X1 la S-ourbe obtenue en élatant le point x˜ dans X . C'est une
S-ourbe régulière dont la bre spéiale est enore un diviseur à roisement normaux simple
et telle que X1,s −Xs soit la droite ane sur κ(x˜) = k˜.
Dénissons par réurrene Xn+1 omme la S-ourbe obtenue en élatant tous les k˜-points
de la S-ourbe Xn −Xn−1, n ≥ 1. Étant donné n ≥ 1, le squelette de Xn+1 s'obtient à partir
de elui de Xn en attahant Card(A1(k˜)) = q opies du polytope entier
{(t1, t2) ∈ R
2 ; t1, t2 ≥ 0 et t1 + t2 = − log |π| = ℓ}
(π désigne un générateur de l'idéal m) à haque point de S(Xn) orrespondant à une om-
posante irrédutible de Xn,s − Xn−1,s. La réunion T
ex de es squelettes est un arbre inni
plongé dans r−1(x˜) ⊂ Xη, de raine ξ(x˜), dont K
ex est l'ensemble des extrémités et sur lequel
r−1(x˜)−K
ex se rétrate.
Il est faile de voir qu'il existe une fontion sous-harmonique U sur T
ex qui s'annule à la
raine ξ(x˜), est harmonique sur T
ex − Kex et vaut identiquement −1 sur Kex : étant donné un
point x ∈ K
ex, sa restrition à la demi-droite [0,+∞[= [ξ(x˜), x[⊂ Tex est la fontion ontinue,
ane par moreaux et onvexe Ux telle que
 Ux soit ane sur [0,∞[−Nℓ ;
 Ux(0) = 0 ;
 pour tout entier n ≥ 1, la dérivée de U à gauhe (resp. à droite) au point nℓ est −λ/qn−1
(resp. −λ/qn),
où le nombre réel stritement positif λ est hoisi tel que la limite
lim
t→+∞
Ux(t) = −λℓ
∑
n∈N
(
1
q
)n
= −λℓ
(
1−
1
q
)−1
soit égale à −1. La dérivée à droite de Ux au point ξ(x˜) est don
−λ = −
1
ℓ
(
1−
1
q
)
.
La masse totale de la mesure positive ddcU sur l'ouvert T
ex − {ξ(x˜)} de Tex est égale à∫
T
ex−{ξ(ex)}
ddcU = −
∫
{ξ(ex)
ddcU = λ =
1
ℓ
(
1−
1
q
)
.
Notons τ
ex : r−1(x˜)→ Tex la rétration. La fontion U ◦ τex est sous-harmonique sur l'ouvert
r−1(x˜) (remarque 3.4.7), harmonique sur r−1(x˜) − (K
ex ∪ {ξ(x˜)}), nulle au point ξ(x˜) et
identiquement égale à −1 sur le ompat K
ex ; 'est don la fontion d'équilibre u
∗
K
ex
de e
dernier dans r−1(x˜) et ddcu∗K
ex
= (ddcU)|T
ex−{ξ(ex)}. On obtient ainsi :
C
(
K
ex, r
−1(x˜)
)
=
1
ℓ
(
1−
1
q
)
.
Les autres égalités se déduisent de elle-i ar r−1(x˜) est l'unique omposante onnexe de
X − S(X ) renontrant K
ex (f. remarque 3.6.1, 3). 2
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Corollaire 3.6.24.  Pour tout ouvert U de X réds , KU = r
−1(U)∩X (R) est un ompat
et
C
(
KU ,X − S0(X )
)
= C
(
KU ,X − S(X )
)
= Card
(
Rég
(
Xs|U
))
(k˜)
1
ℓ
(
1−
1
q
)
.
Démonstration. Soit U ′ l'ouvert des points réguliers de Xs|U . Étant donné x˜ ∈ U
′(k˜), la
fontion extrêmale g
ex du ompat Kex dans X − S0(X ) (ou X − S(X )) est simplement le
prolongement par 0 de la fontion extrêmale de K
ex dans r
−1(x˜) onsidérée à la proposition
préédente. Les égalités annonées déoulent alors de la formule
u∗KU =
∑
ex∈U ′s(ek)
g
ex
dont la vériation est immédiate (on peut aussi invoquer le point 3 de la remarque 3.6.1). 2
Le alul de la apaité des ompats K
ex et KU relativement à un ouvert de la forme
X − {ξ}, ξ ∈ S(X ), se déduit de e qui préède et de la théorie du potentiel sur le polyèdre
entier S(X ).
Nous onservons les notations préédentes : pour tout point x˜ ∈ Rég(Xs)(k˜), g
ex est la
fontion extrêmale du ompat K
ex dans X − S(X ). C'est une fontion ontinue, harmonique
sur le omplémentaire de S(X ) ∪K
ex, identiquement nulle sur S(X ) et identiquement égale à
−1 sur K
ex. Elle vérie l'équation
ddcg
ex = −C
(
K
ex,X − S(X ))δξ(ex) + νex,
dans laquelle ν
ex est une mesure de probabilité de support Kex.
Soit S′0(X ) l'ensemble des points de S0(X ) orrespondant à des omposantes irrédutibles
génériquement lisses de Xs et soit U(ζ) l'ensembles des k˜-points lisses de Xs appartenant à
{r(ζ)} (ζ ∈ S′0(X )) ; on pose
gζ =
∑
ex∈U(ζ)
g
ex.
Introduisons enn, pour tout point x ∈ S′0(X ) ∪ {ξ}, la fontion hx sur S(X ) qui est
harmonique en dehors de S′0(X ) ∪ {ξ}, vaut 1 au point x et s'annule aux autres points de
S′0(X ) ∪ {ξ}.
La fontion extrêmale g de X (R) dans X −{ξ} est telle que g+1 soit identiquement nulle
sur X (R) et harmonique sur X − (S(X ) ∪ X (R)) ; sa restrition à l'ouvert r−1(U(ζ)) est par
onséquent la fontion (1 + g(ζ))(1 + gζ). Sa restrition à S(X ), harmonique en dehors de
S′0(X ) ∪ {ξ}, s'érit sous la forme
h =
∑
x∈S′0(X )∪{ξ}
g(x)hx = hξ +
∑
ζ∈S′0(X )−{ξ}
g(ζ)hζ
et les Card(S′0(X )−{ξ}) oeients g(ζ) sont déterminés par les Card(S
′
0(X )−{ξ}) onditions∫
{ζ}
ddch = −g(ζ)C
(
r−1(U(ζ)) ∩ X (R),X − S(X )
)
,
ζ ∈ S′0(X )− {ξ}, traduisant l'harmoniité de g au points de S
′
0(X )− {ξ}.
Le alul de C(X (R),X−{ξ}) est ainsi réduit à de l'algèbre linéaire. On eetue de la même
manière le alul de C
(
X (R) ∩ r−1(U),X{ξ}
)
pour toute partie U de l'ensemble Rég(Xs).
Voii le as où U est réduit à un point.
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Proposition 3.6.25.  Quels que soient les points ξ ∈ S0(X ) et x˜ ∈ Rég(Xs)(k˜),
C
(
K
ex,X − {ξ}
)
=
C
(
K
ex,X − S(X )
)
C
(
{ξ(x˜)},X − {ξ}
)
C
(
{ξ(x˜)},X − {ξ}
)
+ C
(
K
ex,X − S(X )
) .
Démonstration. La fontion extrêmale g de K
ex dans X − {ξ} s'érit
g = (1 + g)− 1 =
(
a(1 + g
ex) + (1− a)h
)
− 1
où a = g(ξ(x˜)) et h est la fontion ontinue qui est harmonique sur X − {ξ(x˜), ξ}, vaut 0 en
ξ(x˜) et 1 en ξ. Le oeient a est déterminé par l'équation
0 =
∫
{ξ(ex)}
ddcg = a
∫
{ξ(ex)}
ddcg
ex + (1− a)
∫
{ξ}
ddch
soit
0 = −aC
(
K
ex,X − S(X )
)
+ (1− a)C
(
{ξ(x˜)},X − {ξ}
)
a =
C
(
{ξ(x˜)},X − {ξ}
)
C
(
{ξ(x˜)},X − {ξ}
)
+ C
(
K
ex,X − S(X )
) .
Le résultat en déoule puisque
C
(
K
ex,X − {ξ}
)
= −
∫
{ξ}
ddcg = −(1− a)
∫
{ξ}
ddch = (1− a)C
(
{ξ(x˜)},X − {ξ}
)
.
2
Nous ahevons ette setion en donnant une appliation des onsidérations relatives aux
apaités.
Théorème 3.6.26.  Une fontion sous-harmonique sur une ourbe stritement k-
analytique lisse X est uniquement déterminée par sa restrition au sous-ensemble
X0 = {x ∈ X ; [κ(x) : k] <∞}.
Comme dans la théorie arhimédienne, toute ourbe stritement k-analytique lisse X peut-
être munie de la topologie ne : 'est la plus grossière des topologies sur X qui ranent la
topologie usuelle et pour lesquelles les germes de fontions sous-harmoniques sont ontinus.
On obtient une base de la topologie ne sur X en onsidérant les ensembles
{x ∈ Ω ; λ1 < u1(x), . . . , λn < un(x)}
où Ω est un ouvert (usuel) de X, u1, . . . , un sont des fontions sous-harmoniques sur Ω et
λ1, . . . , λn sont des nombres réels.
Le théorème 3.6.26 se déduit de la proposition suivante.
Proposition 3.6.27.  Le sous-ensemble X0 est dense pour la topologie ne sur une
ourbe stritement k-analytique lisse X.
Démonstration. Soient Ω un ouvert de X, u1, . . . , un des fontions sous-harmoniques sur Ω
et λ1, . . . , λn des nombres réels tels que l'ouvert n
U = {x ∈ Ω ; λ1 < u1, . . . , λn < un}
soit non vide.
Observons tout d'abord qu'il existe un point de I(X) appartenant à Ω : on a en eet vu
au ours de la démonstration du lemme 3.4.1 que la valeur en un point y ∈ X − I(X) d'une
fontion sous-harmonique u sur X était la borne inférieure des valeurs de u sur le bord de
Shilov des voisinages k-anoïdes de y.
125
Supposons maintenant que U soit disjoint de X0 et déduisons-en une ontradition. Soient
x un point dans U ∩ I(X) et Ω′ une omposante onnexe relativement ompate de X − {x}
ontenue dans Ω. On peut supposer que les fontions ui s'annulent au point x. Notant λ le
maximum des λi, 1 ≤ i ≤ n, la fontion sous-harmonique u = u1 + . . . + un est nulle en x
et majorée par λ sur E = Ω′0 ; elle est don majorée par |λ|u
∗
E sur Ω
′
, u∗E étant la fontion
extrêmale relative de E dans Ω′.
Considérons un ompat K dans E = Ω′0 ; les inégalités
u ≤ u∗E ≤ u
∗
K
et l'égalité
u(x) = u∗K(x)
impliquent la majoration
C(K,Ω′) =
∫
Ω′
ddcu∗K ≤
∫
Ω′
ddcu;
la ontradition reherhée déoule ainsi de l'existene de ompats K ⊂ Ω′0 de apaité
relative arbitrairement grande. Ce fait se déduit du lemme suivant et de la proposition 3.6.29.
2
Lemme 3.6.28.  Pour tout ouvert Ω ⊂ X tel que ∂Ω soit une partie non vide de I(X),
sup{C(V,Ω) ; V ⊂ Ω domaine anoïde } = +∞.
Démonstration. Étant donné un point x dans I(Ω), le potentiel d'équilibre g de x dans Ω
est une fontion ontinue, nulle sur X − Ω et telle que ddcg|Ω = −δx. La fontion maximale
u du ompat {x} dans Ω étant donnée par la formule
u = −g(x)−1g,
l'identité
C({x},Ω) =
∫
Ω
ddcu = |g(x)|−1
qui en déoule implique que C({x},Ω) tend vers +∞ lorsque x tend vers ∂Ω. La démontration
du lemme s'ahève en onsidérant un domaine k-anoïde V dans Ω tel Γ(V ) = {x} et en
utilisant la formule C(V,Ω) = C(Γ(V ),Ω) de la proposition 3.6.3. 2
Proposition 3.6.29.  Pour tout ouvert Ω ⊂ X tel que ∂Ω soit une partie non vide de
I(X) et pour tout domaine k-anoïde V ⊂ Ω,
C(V ∩X0,Ω) = sup{C(K,Ω) ; K ompat et K ⊂ V } = C(V,Ω).
Démonstration. Un domaine k-anoïde étant la limite d'une suite roissante de domaines
stritement k-anoïdes, il est loisible de supposer que V est un domaine stritement k- af-
noïde. Il est également lair que l'on peut efetuer une extension nie de k, e qui permet
de supposer que V est la bre générique d'une S-ourbe semi-stable dont haque omposante
irrédutible ontient un k˜-point lisse.
Notons Σ′ le support de la mesure ddcu∗V (u
∗
V est la fontion maximale de V dans Ω) ; 'est
un sous-ensemble de Γ(V ).
Choisissons un k˜-point lisse dans haune des omposantes irrédutibles de Xs orres-
pondant à un élément de Σ′ et soit Σ ⊂ Xs(k˜) le sous-ensemble ni ainsi obtenu. Posant
U = r−1(Σ), on a
C(U,Ω) = C(V,Ω).
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L'inégalité C(V,Ω) ≥ C(U,Ω) est en eet triviale et la réiproque déoule de
C(V,Ω) = C(Σ′,Ω) ≤ C(U,Ω),
l'égalité provenant de la proposition 3.6.3, l'inégalité de l'inlusion Γ(V ) ⊂ U .
Étant donnés un élément a de k tel que 0 < |a| < 1 et un sous-ensemble ni F ⊂ k˜,
on onstruit une suite de S-ourbes simplement semi-stables Xn, dominant X , de la manière
suivante.
 X0 = X .
 La ourbe X1 est obtenue en élatant un Idéal I1 tel que I1 = OX sur X − Σ et, pour
tout point x˜ ∈ Σ,
I1,ex = fexOX ,ex + aOX ,ex,
f
ex relevant dans OX ,ex un générateur de mexOXs,ex. Les omposantes exeptionnelles de X1,s
sont des k˜-droites projetives et on identie haque omposante onnexe de X1,s − X0,s
à A1
ek
.
 Pour n ≥ 1, la ourbe Xn est simplement semi-stable et les omposantes onnexes de
Xn,s−Xn−1,s sont identiées à A1
ek
; la réunion des sous-ensembles nis F ⊂ A1(k˜) est un
fermé Fn de Xn,s renontrant haune des omposantes onnexes de Xn,s − Xn−1,s. On
obtient alors Xn+1 à partir de Xn en élatant un Idéal In tel que In = OXn sur Xn − Fn
et, pour tout point x˜ ∈ Fn,
In,ex = fexOXn,ex + aOXn,ex,
f
ex relevant dans OXn,ex un générateur de mexOXn,s .
Les squelettes des ourbes simplement semi-stables Xn forment naturellement un système
indutif dont la limite est la réunion de S(X ) et de Card(Σ) arbres innis T
ex, x˜ ∈ Σ, dont
les raines sont les points de Γ(V ). L'ensemble des extrémités de es arbres est une partie
ompate K de X(k) ∩ r−1(Σ) et le alul eetué pour démontrer la proposition 3.6.25, de
nature purement ombinatoire, se transrit tel quel ; on a don
C(K, V − Γ(V )) = −
1
log |a|
Card(Σ)
(
1−
1
Card(F )
)
.
Remplaçant k par une extension nie, on peut faire tendre |a| vers 0 dans la formule préédente
et déduire de e alul qu'il existe des ompats dans Ω∩X0 de apaité arbitrairement grande
relativement à V − Γ(V ).
On vérie, à l'aide des potentiels d'équilibre, qu'il existe un nombre réel stritement positif
λ tel que, pour haun des ompats K onstruits en faisant varier |a|,
C(K,Ω)−1 ≤ λC(K, V − Γ(V ))−1 + C(V,Ω)−1.
Il en résulte que C(K,Ω) tend vers C(V,Ω) lorsque |a| tend vers 0, e qui ahève la démons-
tration de la proposition. 2
Corollaire 3.6.30.  La fontion maximale d'un domaine k-anoïde V ⊂ Ω est l'en-
veloppe inférieure de la famille (déroissante) des fontions maximales des ompats K ⊂ V0.
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4. Appliation à la théorie d'Arakelov
4.1. Diviseurs d'Arakelov
Nous onsidérons dans ette partie une ourbe algébrique X propre et lisse sur Q.
4.1.1. Conventions.
Nous adoptons les onventions et notations suivantes.
La plae arhimédienne est notée ∞ et les plaes non arhimédiennes sont identiées aux
nombres premiers. L'ensemble des plaes de Q se note M(Q) ; |.|∞ est la valeur absolue usuelle
surQ et, pour tout nombre premier p, la valeur absolue p-adique est normalisée par la ondition
|p|p = p
−1
. Nous noterons Qv la omplétion de Q pour la valeur absolue |.|v .
Pour toute plae v de Q, Xv désignera l'espae Qv-analytique assoié à la Qv-ourbe al-
gébrique X ⊗Q Qv. L'espae X∞ est toujours envisagé omme la surfae de Riemann X(C)
munie de la onjugaison omplexe F∞.
On dispose d'un morphisme anonique d'espaes loalement annelés prv : Xv → X indui-
sant un homomorphisme injetif pr∗v : Div(X) →֒ Div(Xv) tel que
pr∗v[x] =
∑
y∈pr−1v (x)
[y]
pour tout point fermé x de X.
Une ourbe au-dessus d'un ouvert non vide U de Spec(Z) est un shéma de type ni, séparé
et plat sur U , dont les bres sont purement de dimension 1.
Étant donnée une ourbe X sur un ouvert non vide U de Spec(Z) et une plae v deQ assoiée
à un point fermé de U , Xv désignera la Spf(Zv)-ourbe formelle obtenue par omplétion de
X le long de sa bre au-dessus du point fermé s(v) de U assoié à v. La bre spéiale de Xv
est la κ(s(v))-ourbe Xs(v).
Pour tout OX -Module F et toute plae v ∈ M(Q), nous noterons Fv le OXv -Module
pr∗vF = F ⊗OX OXv .
Nous noterons A0(X∞) l'espae vetoriel des fontions omplexes de lasses C
∞
sur la
surfae de Riemann X(C) qui sont invariantes sous l'ation de la onjugaison omplexe et
W1(X∞) désignera l'espae vetoriel topologique omplétion de A
0(X∞) pour la forme qua-
dratique ∫
X(C)
|ϕ|2µ+
i
2π
∫
X(C)
∂ϕ ∧ ∂ϕ =
∫
X(C)
|ϕ|2µ−
∫
X(C)
ϕ ddcϕ,
où µ est une 2-forme ontinue et dénie positive sur la surfae de Riemann ompate X(C).
Reprenant les notations de l'artile [11℄, W1(X∞) est le sous-espae des points xes de la
onjugaison omplexe dans ⊕
X′∈π0(X(C))
L21(X
′,R).
Nous noterons enn A1(X∞) l'espae vetoriel réel des 2-formes diérentielles sur X(C) qui
sont invariantes par la onjugaison omplexe et s'érivent loalement
ϕ
i
π
dz ∧ dz,
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où z est une oordonnée loale sur la surfae de Riemann X(C) et ϕ est une fontion réelle
de lasse C∞. L'opérateur
ddc =
i
π
∂∂
envoie A0(X∞) dans A
1(X∞).
4.1.2. Diviseurs d'Arakelov lisses.
Étant donné un diviseur D sur X, une fontion de Green lisse pour D est une famille
g = (gv)v∈M(Q) de fontions ontinues gv : Xv → R ∪ {±∞} satisfaisant aux deux onditions
suivantes :
(i) pour toute plae v ∈ M(Q), le ourant ddcgv + δpr∗vD est une forme lisse sur Xv ;
(ii) il existe une ourbe propre X sur un ouvert non vide U de Spec(Z), de bre générique
X, telle que, pour toute plae non arhimédienne v de Q orrespondant à un point fermé de
U , le support de la forme lisse ddcgv + δpr∗vD soit ontenu dans S0(Xv) et gv |S0(Xv) = 0.
On notera ω(g) la olletion des formes lisses ddcgv + δpr∗vD, v ∈ M(Q) ; toutes sont de
masse deg(D).
La ondition (i) peut se reformuler ainsi : la fontion gv est lisse sur Xv − |pr
∗
vD| et, pour
toute équation f du diviseur pr∗vD dans un ouvert U de Xv, il existe une fontion lisse ϕ sur
U telle que gv |U = − log |f |+ ϕ.
Remarque 4.1.1.  Une fontion de Green lisse pour le diviseur 0 est une famille ϕ =
(ϕv)v∈M(Q) de fontions lisses sur Xv (ondition (i)) qui, pour presque toute plae v de Q,
sont nulles. La ondition (ii) impose en eet l'harmoniité de ϕv sur Xv−S0(Xv) et sa nullité
sur S0(Xv) ; en vertu du prinipe du maximum, ela implique la nullité de ϕv sur Xv puisque
S0(Xv) renontre haune des omposantes onnexes de Xv.
L'ensemble Ẑ1(X; A0) des ouples (g,D) onstitués d'un diviseur D sur X et d'une fontion
de Green lisse g pourD est muni d'une struture de groupe abélien en posant (g,D)+(g′,D′) =
(g + g′,D +D′) (l'élément neutre est le ouple (0, 0)).
Les éléments du groupe Ẑ1(X; A0) sont appelés des diviseurs d'Arakelov lisses (ou enore :
diviseurs d'Arakelov A0-réguliers).
Lemme 4.1.2.  L'appliation div : Ẑ1(X; A0)→ Div(X), (g,D) 7→ D, est un homomor-
phisme de groupes s'insérant dans une suite exate ourte
0 //
⊕
v A
0(Xv) // Ẑ1(X; A0)
div // Div(X) // 0 .
Démonstration. Soient g, g′ deux fontions de Green lisses pour un même diviseur D sur
X.
En vertu du point (i) i-dessus, la fontion ontinue g′v − gv sur Xv vérie la ondition
ddc(g′v − gv) ∈ A
1(Xv) ; 'est don une fontion lisse d'après la régularité de l'opérateur dd
c
(dans le as non arhimédien, proposition 3.3.11).
La ondition (ii) implique l'existene d'un ouvert non vide U ⊂ Spec(Z) et d'une ourbe
propre X sur U , de bre générique X, tels que, pour toute plae non arhimédienne v de Q
orrespondant à un point fermé de U , la fontion ontinue g′v− gv sur Xv soit harmonique sur
Xv−S0(Xv) et identiquement nulle sur S0(Xv). Il en déoule l'identité g
′
v−gv = 0 pour presque
toute plae non arhimédienne v de Q, e qui prouve que g et g′ dièrent par l'addition d'un
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élément de ⊕
v∈M(Q)
A0(Xv).
Étant donné un point fermé x ∈ X et une ourbe propre X au-dessus d'un ouvert non vide
U de Spec(Z), le potentiel d'équilibre du diviseur eetif pr∗v[x] dans l'ouvert Xv − S0(Xv) (f.
3.6.2) est, pour toute plae v de Q assoiée à un point fermé de U , une fontion ontinue
gv : Xv → R ∪ {+∞} telle que Supp(dd
cgv + δpr∗v[x]) ⊂ S0(Xv) et qui s'annule identiquement
sur S0(Xv).
Considérons, pour toute autre plae v de Q, une forme lisse ωv ∈ A1(Xv) telle que∫
Xv
ωv = deg[x]
et, si v est non arhimédienne, Supp(ωv) ⊂ S0(Xv). L'équation de ourants
ddcT = ωv − δpr∗v[x]
admet une solution ontinue gv : Xv → R∪{+∞}, uniquement déterminée à l'addition d'une
onstante près.
On a ainsi onstruit une fontion de Green g = (gv)v∈M(Q) pour le diviseur [x], e qui
prouve la surjetivité de l'homomorphisme Ẑ1(X; A0)→ Div(X), (D, g) 7→ D. 2
Il est naturel à e stade de poser
A0(X) =
⊕
v∈M(Q)
A0(Xv)
et d'appeler fontions lisses (sur X) les éléments de et espae vetoriel réel. Introduisons
également
A1(X) =
⊕
v∈M(Q)
A1(Xv)
et
D0(X) =
∏
v∈M(Q)
D0(Xv), D
1(X) =
∏
v∈M(Q)
D1(Xv).
Un diviseur d'Arakelov (g,D) ∈ Ẑ1(X; A0) étant entièrement déterminé par la donnée de
la fontion de Green g, l'appliation
Ẑ1(X; A0)→ D0(X), (g,D) 7→ g
est un isomorphisme du groupe Ẑ1(X; A0) sur le sous-groupe A0(X)log des (familles de) ou-
rants g = (gv)v∈M(Q) satisfaisant aux deux onditions suivantes :
(i') il existe un diviseurD surX tel que, pour toute plae v ∈ M(Q), le ourant ddcgv+δpr∗vD
soit une forme lisse sur Xv ;
(ii') il existe une ourbe propre X sur un ouvert non vide U de Spec(Z), de bre générique
X, telle que, pour toute plae non arhimédienne v de Q orrespondant à un point fermé de
U , le support de la forme lisse ddcgv + δpr∗vD soit ontenu dans S0(Xv) et gv |S0(Xv) = 0.
Nous ne distinguerons pas les groupes Ẑ1(X; A0) et A0(X)log.
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4.1.3. Produit.
L'espae vetoriel A0(X∞) est une R-algèbre ommutative pour la multipliation des fon-
tions et A1(X∞) est naturellement un module sur A
0(X∞) ; il en résulte, par dualité, la
dénition du produit d'un ourant de degré 0 (resp. 1) et d'une forme (resp. une fontion)
lisse sur X∞, qui est un ourant de degré 1 sur X∞.
Lorsque v est une plae non arhimédienne de Q, l'espae vetoriel A0(Xv) n'est pas stable
pour la multipliation des fontions. L'appliation bilinéaire
A0(Xv)×A
1(Xv)→ A
1(Xv), (ϕ,ω) 7→ ϕω,
dénie par ϕδx = ϕ(x)δx pour tous ϕ ∈ A
0(Xv) et x ∈ I(Xv), induit toutefois, par dualité,
une appliation bilinéaire
D0(Xv)×A
1(Xv)→ D
1(Xv), (T, ω) 7→ Tω.
Étant donnés deux éléments g, g′ de Ẑ1(X; A0) tels que les supports des diviseurs div(g) et
div(g′) soient disjoints, les ourants de degré 1 gvδdiv(g′v) et g
′
vδdiv(gv) sont bien dénis pour
toute plae v de Q puisque la fontion gv (resp. g′v) est lisse au voisinage de |div(g
′
v)| (resp.
|div(gv)|) et on pose :
gv ⋆ g
′
v = gvδdiv(g′v) + g
′
vω(gv) ∈ D
1(Xv).
Nous noterons gδdiv(g′) (resp. g
′ω(g) ; g ⋆ g′) l'élément de D1(X) dont la omposante en la
plae v est le ourant de degré 1 gvδdiv(g′v) (resp. g
′
vω(gv) ; gv ⋆ g
′
v) sur Xv ; ainsi :
g ⋆ g′ = gδdiv(g′) + g
′ω(g).
Lemme 4.1.3.  Pour tous diviseurs d'Arakelov g, g′ ∈ Ẑ1(X; A0) tels que les supports de
div(g) et div(g′) soient disjoints, les omposantes des ourants gδdiv(g′) et g
′ω(g) ∈ D1(X)
sont nulles en presque toute plae v ∈ M(Q).
Démonstration. Posons D = div(g), D′ = div(g′) et soit X une ourbe propre au-dessus
d'un ouvert non vide U de Spec(Z), de bre générique X. Pour tout point fermé x de X,
l'adhérene x de x dans X est un sous-shéma fermé intègre de X , ni sur U . On peut ainsi
prolonger D et D′ en des 1-yles D, D′ sur X , nis sur U , et la ondition |D| ∩ |D′| = ∅
est vraie au-dessus d'un ouvert non vide V de U : |D| ∩ |D′| est en eet le support d'un
OU -Module ohérent nul sur la bre générique X, don de longueur nie, et e fermé est
par onséquent ontenu dans la réunion d'un nombre ni de bres de X au-dessus des points
fermés de U . Pour toute plae v de Q orrespondant à un point fermé s(v) de V , les 0-yles
induits par D et D′ sur la bre Xs(v) sont don à support disjoints.
Choisissant un ouvert dense U de Spec(Z) et une ourbe X/U de telle sorte que les fontions
gv, g
′
v vérient {
Supp(ddcgv + δpr∗vD),Supp(dd
cg′v + δpr∗vD′) ⊂ S0(Xv)
gv |S0(Xv) = g
′
v |S0(Xv)
= 0,
il déoule de la disussion préédente que, pour toute plae non arhimédienne v de Q telle
que s(v) ∈ V , les ouverts {gv 6= 0} et {g
′
v 6= 0} sont des voisinages disjoints de |pr
∗
vD| et
|pr∗vD
′| respetivement. Le ourant
(gδdiv(g′))v = gvδdiv(g′v) = gvδpr∗vD′ =
∑
x∈|pr∗vD
′|
gv(x)ordx(pr
∗
vD
′)δ[x] ∈ D
1(Xv)
est don nul si s(v) ∈ V .
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Le ourant (g′ω(g))v = g
′
vω(gv) ∈ D
1(Xv) est, quant à lui, nul pour toute plae v de Q
orrespondant à un point fermé de U puisque g′v s'annule sur le support de ω(gv). 2
Le ourant g ⋆ g′ ∈ D1(Xv) n'a qu'un nombre ni de omposantes non nulles pour tous
g, g′ ∈ Ẑ1(X; A0) tels que |div(g)| ∩ |div(g′)| = ∅ et on pose∫
X
g ⋆ g′ =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
(g ⋆ g′)v =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
gv ⋆ g
′
v.
Proposition 4.1.4.  Pour tous diviseurs d'Arakelov g, g′ ∈ Ẑ1(X; A0) tels que les sup-
ports de div(g) et div(g′) soient disjoints,∫
X
g ⋆ g′ =
∫
X
g′ ⋆ g.
Démonstration. Cette égalité est en fait valable pour haune des plaes de Q. Soit en eet
v ∈ M(Q). Les produits gvdd
cg′v et g
′
vdd
cgv sont biens dénis dans D
1(Xv) et
gv ⋆ g
′
v − g
′
v ⋆ gv =
(
gvδdiv(g′v) + g
′
vω(gv)
)
−
(
g′vδdiv(gv) + gvω(g
′
v)
)
= g′vdd
cgv − gvdd
cg′v.
La fontion gv (resp. g
′
v) est intégrable relativement à la mesure µv = dd
cg′v = ω(g
′
v)− δdiv(g′v)
(resp. µv = dd
cgv = ω(gv) − δdiv(gv)) : 'est trivial si la plae v est non arhimédienne et
ela résulte, pour v =∞, de l'intégrabilité loale de la fontion log |z| sur C par rapport à la
mesure de Lebesgue.
Il reste à onsidérer des suites (gv,N ), (g
′
v,N ) de fontions lisses sur Xv qui onvergent
simplement vers gv, g
′
v respetivement et satisfont à la ondition suivante : il existe deux
suites déroissantes (KN ), (K
′
N ) de ompats de Xv telles que
(i)
⋂
N KN = |div(gv)| et
⋂
N K
′
N = |div(g
′
v)| ;
(ii) pour tout N , le support de la mesure ddcgv,N − ω(gv) (resp. la mesure dd
cg′v,N − ω(g
′
v))
est ontenu dans KN (resp. K
′
N ).
Sous es onditions, la ontinuité de gv au voisinage du support de div(g
′
v) implique la
onvergene de ∫
Xv
gv (dd
cg′v,N − ω(g
′
v))
vers
−
∫
Xv
gv δdiv(g′v)
lorsque N tend vers +∞ ; il en déoule la onvergene de∫
Xv
gv dd
cg′v,N =
∫
Xv
gv ω(g
′
v) +
∫
Xv
gv (dd
cg′v,N − ω(g
′
v)
=
∫
Xv
gv dd
cg′v +
∫
Xv
gv δdiv(g′v) +
∫
Xv
gv (dd
cg′v,N − ω(g
′
v))
vers ∫
Xv
gv dd
cg′v .
La fontion gv étant d'autre part intégrable relativement à haune des mesures ω(g
′
v,N ) - si
v est la plae arhimédienne, ela déoule de l'intégrabilité loale de log |z| sur C par rapport
132
à la mesure de Lebesgue - la onvergene simple de la suite (gv,M ) vers gv implique∫
Xv
gv dd
cg′v,N = lim
M
∫
Xv
gv,M dd
cg′v,N
∫
Xv
gv dd
cg′v +
∫
Xv
gv.
On obtient alors ∫
Xv
gv dd
c = lim
N
lim
M
∫
Xv
gv,M dd
cg′v,N
= lim
N
lim
M
∫
Xv
g′v,Ndd
cgv,M
= lim
N
∫
Xv
g′v,N dd
cgv
=
∫
Xv
g′v dd
cgv,
l'avant-dernière (resp. la dernière égalité) provenant de la onvergene de la suite (ddcgv,M )
vers ddcgv dans D
0(Xv) (resp. de la onvergene simple de la suite (g
′
v,N ) vers g
′
v et de
l'intégrabilité de ette fontion relativement à la mesure ω(gv)).
(Dans le as d'une plae non arhimédienne, les suites (gv,N ) et (g
′
v,N ) peuvent simplement
être dénies en tronquant :
gv,N = max(min(gv , N),−N) et g
′
v,N = max(min(g
′
v , N),−N).
2
La forme bilinéaire
A0(X) ×A0(X), (ϕ,ψ) 7→ ϕ ⋆ ψ = −
∫
X
ϕ ddcψ
sera notée 〈., .〉D .
Remarque 4.1.5.  Pour tout diviseur D sur X, l'ensemble A0(Xv)D des fontions de
Green lisses pour D est un espae homomogène prinipal sous A0(X).
Remarque 4.1.6.  Voir à la n du paragraphe 5.1 pour une omparaison ave la notion
de diviseur d'Arakelov lisse et l'aouplement d'intersetion onstruits par R. Rumely dans
[28℄.
Étant donnés deux éléments g, g′ ∈ Ẑ1(X; A0) tels que |div(g)|∩|div(g′)| = ∅ et des fontions
ϕ,ϕ ∈ A0(X),
(g + ϕ) ⋆ (g′ + ϕ′) = (g + ϕ)δdiv(g′) + (g
′ + ϕ′)(ω(g) + ddcϕ)
=
(
gδdiv(g′) + g
′ω(g)
)
+ ϕδdiv(g′) + g
′ddcϕ+ ϕ′ω(g) + ϕ′ddcϕ
= g ⋆ g′ + ϕ(ω(g′)− ddcg′) + g′ddcϕ+ ϕ′ω(g) + ϕ′ddcϕ
=
(
g ⋆ g′ + ϕ′ω(g) + ϕω(g′) + ϕ′ddcϕ
)
+
(
g′ddcϕ− ϕddcg′
)
.
Le seond terme de la dernière expression disparaît par intégration sur X et nous obtenons
la formule :∫
X
(g + ϕ) ⋆ (g′ + ϕ′) =
∫
X
g ⋆ g′ +
∫
X
ϕω(g′) +
∫
X
ϕ′ω(g) +
∫
X
ϕ′ddcϕ.
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4.1.4. Diviseurs d'Arakelov W1-réguliers
La notion de diviseur d'Arakelov peut être généralisée sur le modèle de l'artile [11℄. Notant
en eet W1(X) l'espae vetoriel réel ⊕
v∈M(Q)
W1(Xv),
les éléments du groupe abélien
Ẑ1(X;W1) = Ẑ1(X; A0) +W1(X) ⊂ D0(X),
seront appelés diviseurs d'Arakelov W1-réguliers. On a omme préédemment une suite exate
ourte
0 //W1(X) // Ẑ1(X;W1)
div // Div(X) // 0.
La forme bilinéaire symétrique 〈., .〉D sur A
0(X) se prolonge tautologiquement à l'espae
W1(X).
Le seond membre de la formule∫
X
(g + ϕ) ⋆ (g′ + ϕ′) =
∫
X
g ⋆ g′ +
∫
X
ϕω(g′) +
∫
X
ϕ′ω(g)− 〈ϕ,ϕ′〉D,
dans laquelle g, g′ sont deux éléments de Ẑ1(X; A0) tels que |div(g)| ∩ |div(g′)| = ∅ et ϕ,ϕ′
sont deux éléments de A0(X), a plus généralement un sens lorsque ϕ et ϕ′ sont des éléments
de l'espae vetoriel W1(X) de D0(X). C'est lair pour le terme 〈ϕ,ϕ′〉D et, ω(g), ω(g
′)
appartenant à A1(X), T ω(g), T ω(g′) sont des éléments bien dénis de
⊕
v D
1(Xv) pour tout
T ∈
⊕
v D
0(Xv).
Le produit
(g, g′) 7→
∫
X
g ⋆ g′
peut ainsi être étendu au as où g et g′ sont deux éléments de Ẑ1(X;W1) tels que les supports
des diviseurs div(g) et div(g′) soient disjoints ; il reste symétrique.
Remarque 4.1.7.  Considérons un élément ω de
∏
v∈M(Q)A
1(Xv) satisfaisant aux ondi-
tions suivantes :
- la forme lisse ω∞ est dénie positive, de masse totale 1 ;
- il existe une ourbe lisse X sur un ouvert dense U de Spec(Z), de bre générique X, telle
que, pour toute plae v orrespondant à un point fermé de U , ωv soit la masse de Dira au
point de S0(Xv).
Deux tels éléments ω, ω′ oïnident en presque toutes les plaes de Q.
La formule
〈ϕ,ψ〉ω =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
ϕvψvωv −
∫
Xv
ϕv dd
cψv
dénit une forme bilinéaire symétrique, positive et non dégénérée sur l'espae vetoriel réel
A0(X) =
⊕
v∈M(Q)
A0(Xv)
et l'on noteW1(X)ω l'espae de Hilbert réel le omplété de A
0(X) pour e produit salaire. Cet
espae se plonge anoniquement dans D0(X) =
∏
v D
0(Xv) et son image W
1(X) ne dépend
pas du hoix de ω : deux formes ω, ω′ omme i-dessus dénissent des normes hilbertiennes
équivalentes sur W1(X) (f. 3.5). Il est lair que W1(X) est un sous-espae de W1(X).
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On introduit, omme préédemment, un nouveau groupe de diviseurs d'Arakelov en posant :
Ẑ1(X;W1) = Ẑ1(X; A0) +W1(X).
Étant donnés g ∈ Ẑ1(X; A0) et ϕ ∈W1(X), le nombre réel∫
Xv
ϕvω(gv)
est bien déni pour toute plae v puisque ω(gv) est une forme lisse et la famille obtenue est
sommable ar il existe, pour tout hoix de ω du type préédent, un nombre réel stritement
positif C = C(ω) tel que : ∑
v∈M(Q)
∣∣∣∣
∫
Xv
ϕvω(gv)
∣∣∣∣ ≤ C||ϕ||ω .
Cette observation permet d'étendre la déntion du produit d'intersetion aux as de deux
diviseurs d'Arakelov g1, g2 ∈ Ẑ
1(X;W1) tels que |div(g)| ∩ |div(g′)| = ∅ : si g1 = g1,0 + ϕ1 et
g2 = g2,0 + ϕ2, où gi,0 ∈ Ẑ
1(X; A0) et ϕi ∈W
1(X),∫
X
g ⋆ g′ =
∫
X
g1,0 ⋆ g2,0 +
∫
X
ϕ1ω(g2,0) +
∫
X
ϕ2ω(g1,0) +
∫
X
ϕddcψ.
Ce produit est symétrique.
Étant donnés une plae v de Q et un diviseur D sur Xv, nous noterons A0(Xv)D l'ensemble
des fontions ontinues g : Xv → R ∪ {±∞} telles que le ourant dd
cg + δD appartienne
au sous-espae A1(Xv) de D
1(Xv). C'est, de manière équivalente, l'ensemble des fontions
g : Xv → R∪{±} telles que, pour toute équation f de D sur un ouvert U de Xv, la restrition
de g à U soit de la forme − log |f |+ ϕ ave ϕ ∈ A0(U).
Le produit d'intersetion ∫
X
g ⋆ g′
de deux éléments de Ẑ1(X;W1) tels que |div(g)| ∩ |div(g′)| = ∅ ne satisfait a priori pas à la
formule ∫
X
g ⋆ g′ =
∫
X
g′δdiv(g) +
∫
X
gω(g′)
le dénissant lorsque g, g′ sont lisses. Auun des deux termes du membre de droite n'a en
général de sens lorsque g, g′ sont W1-réguliers. Si, toutefois, le ourant g est représenté, au
voisinage de |div(g′)| par une fontion ontinue, la dénition de∫
X
gδdiv(g′)
ne pose pas de problème ; nous allons en fait voir que ette ondition est susante pour donner
un sens naturel au terme ∫
X
g′ω(g)
et prouver, non tautologiquement, la formule∫
X
g ⋆ g′ =
∫
X
gδdiv(g′) +
∫
X
g′ω(g).
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Lemme 4.1.8.  Considérons une plae v de Q et un diviseur D sur Xv.
Soit µ = ω + ddcT ∈ A0(Xv) + dd
cD0(Xv) un ourant de degré 1 sur Xv tel que le ourant
T de degré 0 soit représenté, au voisinage de |D|, par une fontion ontinue ψ.
Soit g une fontion dans A0(Xv)D ; pour toute suite (gN ) dans A
0(Xv) onvergeant simple-
ment vers g et pour laquelle il existe une suite déroissante de ompats (KN ) de limite |D|
telle que, pour tout N , le support du ourant ddcgN − ω(g) soit ontenu dans KN , la suite
(〈µ, gN 〉) est onvergente et sa limite 〈µ, g〉 satisfait à l'identité suivante :
〈ω, g〉+ 〈T, ω(g)〉 −
∫
Xv
ψδD.
Démonstration. La onvergene simple de la suite (gN ) vers g implique la onvergene de
la suite (ddcgN − ω(g)) vers −δD = dd
cg − ω(g) au sens des ourants (onvergene faible) ;
les ourants ddcgN − ω(g) sont d'autre part (représentés par) des formes lisses et l'hypothèse
sur leurs supports implique nalement la onvergene de 〈S,ddcgN − ω(g)〉 vers −
∫
Xv
ϕ δD
pour tout ourant S ∈ D0(X) représenté, au voisinage de |D|, par une fontion ontinue ϕ.
On a ainsi, en partiulier, ∫
Xv
ψ δD = − lim
N
〈T,ddcgN − ω(g)〉.
D'un autre té, la fontion g est intégrable relativement à la mesure dénie par la forme
lisse ω (lorsque v est arhimédien, ela déoule de l'intégrabilité loale de la fontion log |z| sur
C par rapport à la mesure de Lebesgue) ; appliquant le théorème de onvergene dominé, la
onvergene simple de la suite (gN ) vers g implique elle de la suite de terme général
∫
Xv
gNω
vers
∫
Xv
gω.
Il ne reste plus qu'à érire
〈µ, gN 〉 = 〈ω + dd
cT, gN 〉 = 〈ω, gN 〉+ 〈T,dd
cgN 〉 = 〈gN , ω〉+ 〈T, ω(g)〉 +
∫
Xv
ψ (ddcgn − ω)
pour ahever la démonstration. 2
Remarque 4.1.9.  Lorsque µ ∈ A1(Xv) + dd
cW1(Xv) est, de plus, une mesure positive,
le lemme préédent, appliqué aux fontions g+ = max(g, 0) et g− = max(−g, 0), prouve que
toutes les fontions appartenant à A0(Xv)D sont µ-intégrables. Cela jusitie en partiulier
l'emploi de la notation intégrale dans e as :
〈µ, g〉 =
∫
Xv
gµ.
Étant donnée une fontion g ∈ A0(Xv), nous appelerons  tronature  toute suite (gN )
satisfaisant aux onditions énonées au lemme préédent. La onstrution de tronatures est
faile : dans le as d'une plae non arhimédienne, il sut de poser
gN = max(min(g,N),−N) ;
lorsque v est la plae arhimédienne, il faut en plus eetuer une régularisation pour obtenir
une fontion lisse.
Sous les hypothèses du lemme préédent, la forme linéaire
A0(Xv)→ R, ϕ 7→
∫
Xv
ϕµ = 〈µ,ϕ〉
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est prolongée à A0(Xv)D via la onsidération de tronatures ; le prolongement, noté enore∫
Xv
gµ = 〈µ, g〉,
vérie l'identité ∫
Xv
gµ =
∫
Xv
gω +
∫
Xv
ψω(g) −
∫
Xv
ψδD.
Définition 4.1.10.  Soient D un diviseur sur X et µ = ω+ddcψ ∈ ddcW1(X) tel que,
pour toute plae v de Q, le ourant ψv soit représenté au voisinage de |pr∗vD| par une fontion
ontinue. La forme linéaire
A0(X)→ R, ϕ 7→
∫
X
ϕµ =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
ϕvµv
est prolongée à l'espae W1(X)D = {g ∈ Ẑ
1(X ; W1); div(g) = D} en posant
∫
X
gµ =
∫
X
(g0 + ϕ)µ =
∫
X
g0µ+
∫
X
ϕµ
=
∑
v
∫
Xv
g0,vµv +
∑
v
∫
Xv
ϕvµv,
où g0 ∈ Ẑ
1(X; A0) et ϕ ∈W1(X).
Remarque 4.1.11.  Il n'est pas lair que l'on puisse enore dénir∫
X
gµ
lorsque g est un élément de Ẑ1(X;W1) et µ = ω + ddcψ ∈ A0(X) + ddcW1(X), ave ψv
ontinue au voisinage de |div(gv)| pour toute plae v. Cela pose en eet la question de la
sommabilité de la famille des
∫
Xv
ψvδdiv(gv).
Nous pouvons maintenant démontrer la formule annonée.
Proposition 4.1.12.  Étant donnés deux diviseurs d'Arakelov g, g′ ∈ Ẑ1(X;W1) tels
que :
 les supports des diviseurs D = div(g) et D′ = div(g′) soient disjoints,
 pour toute plae v de Q, gv soit ontinue au voisinage de |pr∗vD
′|,
∫
X
g ⋆ g′ =
∫
X
g δD′ +
∫
X
g′ ω(g).
Démonstration. Érivons g = g0 + ϕ, g
′ = g′0 + ϕ
′
ave g0, g
′
0 ∈ A
0(X)log, ϕ, ϕ
′ ∈W1(X) et
posons D = div(g), D′ = div(g′).
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Modions le membre de droite de la formule à démontrer en utilisant le lemme 4.1.8 et les
notations en vigueur :∫
X
gδD′ +
∫
X
g′ω(g) =
∫
X
g0δD′ +
∫
X
ϕδD′ +
∫
X
g′0ω(g) +
∫
X
ϕ′ω(g)
=
∫
X
g0δD′ +
∫
X
ϕδD′ +
(∫
X
g′0ω(g0) +
∫
X
ϕω(g′0)−
∫
X
ϕδD′
)
+
(∫
X
ϕ′ω(g0) +
∫
X
ϕ′ddcϕ
)
=
(∫
X
g0δD′ +
∫
X
g′0ω(g0)
)
+
∫
X
ϕω(g′0) +
∫
X
ϕ′ω(g0)
+
∫
X
ϕ ddcϕ′
=
∫
X
g0 ⋆ g
′
0 +
(∫
X
ϕω(g′0) +
∫
X
ϕ′ω(g0) +
∫
X
ϕ ddcϕ′
)
=
∫
X
g ⋆ g′;
la proposition est démontrée. 2
4.1.5. Les groupes ĈH
1
(X; A0) et ĈH
1
(X;W1).
Nous dénissons maintenant des groupes de lasses de diviseurs d'Arakelov ĈH
1
(X; A0) et
ĈH
1
(X;W1).
Proposition 4.1.13.  Soit f une fontion méromorphe génériquement inversible sur X.
L'élément
log |f | =
(
log |f |v
)
v
de D0(X) appartient au sous-groupe Ẑ1(X; A0) et, pour tout élément g ∈ Ẑ1(X;W1) dont le
diviseur est à support disjoint de elui de f ,∫
X
log |f | ⋆ g = 0.
Démonstration. Il est faile de vérier que l'élément log |f | = (log |f |v)v de D
0(X) est une
fontion de Green lisse pour le diviseur div(f) :
- pour toute plae v de Q, la formule de Poinaré-Lelong fournit l'identité
ddc log |f |v = δpr∗vdiv(f)
(proposition 3.3.15 lorsque v est une plae non arhimédienne), e qui vérie la ondition (i)
du début de 4.1.2 ;
- étant donnée une ourbe propre et lisse X sur un ouvert non vide U de Spec(Z) dont la bre
générique est isomorphe à X, il existe un ouvert non vide V de U tel que f se prolonge en
une fontion méromorphe régulière sur la ourbe X|V ; l'égalité |f ||S0(Xv) = 1 en déoule pour
toute plae v de Q orrespondant à un point fermé de V . La ondition (ii) du début de 4.1.2
est vériée.
Puisque ω(log |f |) = 0,∫
X
log |f | ⋆ (g + ϕ) =
∫
X
log |f | ⋆ g =
∫
X
log |f | δdiv(g)
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pour tous éléments g de Ẑ1(X; A0) et ϕ de W1(X), le support de div(g) étant disjoint de
|div(f)|.
Pour tout diviseur D sur X, l'identité∫
X
log |f |δD = 0
s'obtient à partir des égalités∫
X
log |f | δD =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
log |f |v δpr∗vD
=
∑
x∈|D|
ordx(D)
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
log |f |vδ[pr∗v(x)]
=
∑
x∈|D|
ordx(D)
∑
v∈M(Q)
log |Nκ(x)/Q(f(x))|v
en appliquant la formule du produit : ∑
v∈M(k)
log |α|v = 0
pour tout α ∈ Q×. 2
Remarque 4.1.14.  On démontre de la même façon la formule∫
X
log |f | ⋆ g = 0
pour toute fontion méromorphe génériquement inversible f sur X et tout diviseur d'Arakelov
appartenant à Ẑ1(X;W1).
Soit E l'un des symboles A0, W1. Les diviseurs d'Arakelov appartenant au sous-groupe
P̂r(X) de Ẑ1(X; E) engendré par l'image de l'homomorphisme
Γ(X,M×X)→ Ẑ
1(X; E), f 7→ log |f |
et par le groupe
H(X) =
⊕
v∈M(Q)
Γ(Xv,HXv ) =
⊕
v∈M(Q)
Rπ0(Xv),
sont qualiés de prinipaux. On note ĈH
1
(X; E) le groupe quotient Ẑ1(X; E)/P̂r(X). Il est
lair que ĈH
1
(X; A0) est un sous-groupe de ĈH
1
(X;W1) ; e dernier est le groupe de Chow-
Arakelov de X.
L'homomorphisme div : Ẑ1(X; E) → Z1(X) induit, par passage au quotient, un homomor-
phisme, enore noté div, du groupe ĈH
1
(X; E) dans le groupe CH1(X) des lasses de diviseurs
pour l'équivalene linéaire sur X.
Le théorème d'approximation des valuations, appliqué aux orps résiduels des points géné-
riques de la ourbe X, permet d'obtenir, pour tous diviseurs D, D′ sur X, une fontion méro-
morphe génériquement inversible f sur X telle que les supports des diviseurs D et D′+div(f)
soient disjoints. En vertu de la proposition préédente, nous obtenons une forme bilinéaire
symétrique
ĈH
1
(X;W1)× ĈH
1
(X;W1)→ R, (x, y) 7→ x.y
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telle que, pour tous g, g′ ∈ Ẑ1(X;W1) dont les diviseurs ont des supports disjoints,
[g].[g]′ =
∫
X
g ⋆ g′.
Remarque 4.1.15.  On peut de la même façon onsidérer le quotient ĈH
1
(X;W1) du
groupe Ẑ1(X;W1) par le sous-groupe P̂r(X). Ce groupe ontient ĈH
1
(X;W1) omme sous-
groupe et les remarques 4.1.7 et 4.1.14 permettent détendre la déntion du produit d'inter-
setion.
4.1.6. Fontorialités.
Soient X,Y deux ourbes propres et lisses sur Q et q : X → Y un morphisme ni, don
plat.
Pour toute plae non arhimédienne v de Q, les appliations R-linéaires
q∗ : A0(Yv)→ A
0(Xv) et q∗ : A
1(Xv)→ A
1(Yv),
respetivement dénies par q∗ϕ = ϕ ◦ q et q∗δx = δq(x) (x ∈ I(Xv)), se prolongent par dualité
aux espaes de ourants :
q∗ : D0(Yv)→ D
0(Xv), et q∗ : D
1(Xv)→ D
1(Yv).
On a également introduit en 3.2.3 des appliations linéaires
q∗ : A
0(Xv)→ A
0(Yv) et q
∗ : A1(Yv)→ A
1(Xv),
dénies par les formules
(q∗ϕ)(y) =
∑
x∈q−1(y)
(degxq)ϕ(x) (y ∈ Yv),
q∗δy =
∑
x∈q−1(y)
(degxq)δx (y ∈ I(Yv))
et telles que, pour tous ϕ ∈ A0(Xv) et ω ∈ A
1(Yv)∫
Xv
ϕ q∗ω =
∫
Yv
q∗ϕ ω.
Cette formule permet d'étendre, par dualité, es appliations linéaires aux espaes de ou-
rants :
q∗ : D
0(Xv)→ D
0(Yv) et q
∗ : D1(Yv)→ D
1(Xv).
Lorsque deg(q) est onstant, l'endomorphisme q∗q
∗
de Di(Yv) (i = 0, 1) est la multipliation
par deg(q).
Les homomorphismes q∗ et q
∗
sont ompatibles ave l'opérateur ddc : les deux diagrammes
suivants d'appliations linéaires
D0(Yv)
ddc //
q∗

D1(Yv)
q∗

D0(Xv) ddc
// D1(Xv)
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et
D0(Xv)
ddc //
q∗

D1(Xv)
q∗

D0(Yv)
ddc
// D1(Yv)
sont ommutatifs.
Étant donnée une forme lisse positive ωv ∈ A
1(Xv) dont le support renontre haune des
omposantes onnexes de Xv , l'homomorphisme q
∗ : A0(Yv) → A
0(Xv) est ontinu lorsque
es deux espaes vetoriels sont respetivement munis des normes
||ϕ||2q∗ωv =
∫
Yv
ϕ2 q∗ωv −
∫
Yv
ϕ ddcϕ, ϕ ∈ A0(Yv)
||ψ||2ωv =
∫
Xv
ψ2 ωv −
∫
Xv
ψ ddcψ, ψ ∈ A0(Xv).
En eet :
||q∗ϕ||2ωv =
∫
Xv
(q∗ϕ)2 ωv −
∫
Xv
q∗ϕ (ddcq∗ϕ) =
∫
Xv
q∗(ϕ2) ωv −
∫
Xv
q∗ϕ q∗ddcϕ
=
∫
Yv
ϕ2 q∗ωv −
∫
Yv
ϕ q∗q
∗(ddcϕ)
≤ (deg q)||ϕ||2q∗ωv ,
où deg q est le maximum des degrés de q au-dessus des omposantes onnexes de Yv. Il en
déoule que q∗ : D0(Yv) → D
0(Xv) induit un homomorphisme ontinu de l'espae vetoriel
topologique W1(Yv) dans l'espae vetoriel topologique W
1(Xv).
L'assertion analogue pour l'homomorphisme q∗ : D
0(Xv)→ D
0(Yv) est vraie : le sous-espae
vetoriel W1(Xv) de D
0(Xv) est en eet onstitué des ourants T de degré 0 pour lesquels
existe un réel C = CT > 0 vériant
|〈T,ddcϕ〉| ≤ C||ϕ||D
pour toute fontion ϕ ∈ A0(Xv), où
||ϕ||2D = −
∫
Xv
ϕ ddcϕ
(et idem pour W1(Yv)). Étant donné un ourant T ∈W
1(Xv), l'inégalité
|〈q∗T,ψ〉| = |〈T, q
∗ψ〉| ≤ C||q∗ψ||D
≤ C(deg q)1/2||ψ||D
pour toute fontion ψ ∈ A0(Yv) montre que le ourant q∗T appartient au sous-espae W
1(Yv)
(et implique la ontinuité de q∗.)
Lorsque v =∞ est la plae arhimédienne de Q, q induit des appliations linéaires
q∗ : A0(Y∞)→ A
0(X∞) et q
∗ : A1(Y∞)→ A
1(X∞)
telles que ddc(q∗ϕ) = q∗ddcϕ pour toute fontion ϕ ∈ A0(Y∞). On en déduit, par dualité, des
appliations linéaires
q∗ : D
0(X∞)→ D
0(Yv) et q∗ : D
1(X∞)→ D
1(Y∞) :
〈q∗T,ϕ〉 = 〈T, q
∗ϕ〉 et 〈q∗ρ, ω〉 = 〈ρ, q
∗ω〉
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ave T ∈ D0(X∞), ϕ ∈ A
0(Y∞), ρ ∈ D
1(X∞) et ω ∈ A
1(Y∞).
Remarque 4.1.16.  Si le ourant T ∈ D0(X) est représenté par une fontion ontinue ϕ
sur X∞, on vérie que le ourant q∗T est représenté par la fontion ontinue q∗ϕ sur Y∞
dénie par la formule
(q∗ϕ)(y) =
∑
x∈q−1(y)
(degx q)ϕ(x).
En partiulier, lorsque deg(q) est onstant : q∗q
∗ϕ = (deg q)ϕ (ϕ ∈ C0(Y∞)).
Quelle que soit la forme volume lisse et positive ω sur Y∞, µ = q
∗ω est une forme volume
lisse et positive sur X∞ et le ourant q∗µ ∈ D
1(Y∞) est représenté par un multiple de ω sur
haque omposante onnexe de Y∞. On vérie omme préédemment que l'appliation linéaire
q∗ de A0(Y∞) dans A
0(X∞) est ontinue lorsque es espaes vetoriels sont munis des normes
assoiées aux formes quadratiques
||ϕ||q∗µ =
∫
Y∞
ϕ2 q∗µ−
∫
Y∞
ϕ ddcϕ et ||ψ||2µ =
∫
X∞
ψ2 µ−
∫
X∞
ψ ddcψ
(ϕ ∈ A0(Y∞), ψ ∈ A
0(X∞)). L'appliation q
∗
se prolonge don en une appliation li-
néaire ontinue de l'espae vetoriel topologique W1(Y∞) dans l'espae vetoriel topologique
W1(X∞).
Le raisonnement tenu plus haut dans le as d'une plae non arhimédienne se transrit tel
quel et permet d'établir qu'il existe une unique appliation linéaire ontinue q∗ : W
1(X∞)→
W1(Y∞) s'insérant dans le diagramme ommutatif
W1(X∞) //
q∗

D0(X∞)
q∗

W1(Y∞) // D
0(Y∞)
dans la atégorie des espaes vetoriels topologiques, où les èhes horizontales sont les im-
mersions anoniques.
Quels que soient le diviseur D sur Y et la fontion de Green lisse g pour D, q∗g =
(q∗gv)v∈M(Q) est une fontion de Green lisse pour le diviseur p
∗D sur X. En eet :
 pour toute plae v de Q, la fontion q∗gv est lisse en dehors du support de pr∗vq
∗D et,
étant donnée une équation f de pr∗vD sur un ouvert U de Yv, q
∗f est une équation de
pr∗vq
∗D sur l'ouvert q−1(U) de Xv telle que
q∗gv − q
∗f = q∗(gv − f) ∈ q
∗A0(U) ⊂ A0(q−1(U));
 étant données des ourbes propres X et Y au-dessus d'un ouvert non vide U de Spec(Z),
de bres génériques X et Y respetivement, il existe un ouvert non vide V ⊂ U tel que
le morphisme ni q : Y → X se prolonge en un morphisme ni q : X|V → Y|V . On a en
partiulier S0(Xv) = q
−1S0(Yv) pour toute plae non arhimédienne v deQ orrespondant
à un point fermé s(v) de V puisque q envoie haque omposante irrédutible de la bre
Xs(v) sur une omposante irrédutible de la bre Ys(v). Par suite, si{
Supp(ddcgv + δq∗vD) ⊂ S0(Yv)
gvS0(Yv) = 0,
la fontion q∗gv vérie les onditions analogues relativement à S0(Xv).
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La vériation de l'égalité ω(q∗g) = q∗ω(g) (dans
∏
v A
1(Xv)) est immédiate.
On obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens
p∗ : Ẑ1(Y ;W1)→ Ẑ1(X;W1)
s'insérant dans le diagramme ommutatif de suites exates
0 //W1(Y )
p∗

// Ẑ1(Y ;W1)
p∗

div // Div(Y ) //
p∗

0
0 //W1(X) // Ẑ1(X;W1)
div // Div(X) // 0
et envoyant le sous-groupe Ẑ1(Y ; A0) dans Ẑ1(X; A0).
Il existe un ouvert non vide U ⊂ Spec(Z) et des ourbes propres et lisses X , Y sur U , de
bres génériques respetives X, Y , telles que le morphisme q se prolonge en un morphisme ni
et plat q : X → Y. Dans es onditions, tout diviseur D sur X se prolonge anoniquement en
un diviseur (Cartier) sur X , ni et plat sur U , et l'homomorphisme norme NX/Y : q∗O
×
X → O
×
Y
permet de dénir l'image direte q∗D ∈ Div(Y ) du diviseur D. Au niveau des 0-yles assoiés,
'est l'image direte usuelle q∗.
Finalement : étant donnés un diviseur D sur X et une fontion de Green lisse g pour
D, le ourant q∗g = (q∗gv)v ∈ D
1(Y ) appartient au sous-groupe Ẑ1(Y ;W1) et est tel que
div(q∗g) = q∗D. On obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens
q∗ : Ẑ
1(X; A0)→ Ẑ1(Y ;W1)
se prolongeant naturellement en un homomorphisme
q∗ : Ẑ
1(X;W1)→ Ẑ1(Y ;W1)
et s'insérant dans un diagramme ommutatif de suites exates
0 //W1(X) //
q∗

Ẑ1(X;W1)
div //
q∗

Div(X) //
q∗

0
0 //W1(Y ) // Ẑ1(Y ;W1)
div // Div(Y ) // 0.
On vérie immédiatement les identités
ω(q∗g′) = q∗ω(g′), ω(q∗g) = q∗ω(g)
pour tous g ∈ Ẑ1(X;W1), g′ ∈ Ẑ1(Y ;W1).
Les homomorphismes q∗ et q
∗
préservent les sous-groupes P̂r(X), P̂r(Y ) et sont ompatibles
à la formation des groupes de Chow-Arakelov, induisant don des homomorphismes
q∗ : ĈH
1
(Y ;W1)→ ĈH
1
(X;W1) et q∗ : ĈH
1
(X;W1)→ ĈH
1
(Y ;W1).
Remarque 4.1.17.  L' homomorphisme
q∗ : D
0(X)→ D0(Y )
applique également le sous-espae W1(X) dans le sous-espae W1(Y ) et l'homomorphisme
q∗ : A0(Y )→ A0(X)
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se prolonge par ontinuité en un homomorphisme de W1(Y ) dans W1(X).
On en déduit l'existene des deux homomorphismes
q∗ : ĈH
1
(X)→ ĈH
1
(Y )
et
q∗ : ĈH
1
(Y )→ ĈH
1
(X).
Proposition 4.1.18.  (Formule de projetion)
Pour tous diviseurs d'Arakelov x ∈ ĈH
1
(X;W1), y ∈ ĈH
1
(Y ;W1),
q∗y.x = y.q∗x.
Démonstration. Soient g ∈ Ẑ1(X;W1) et g′ ∈ Ẑ1(Y ;W1) deux diviseurs d'Arakelov repré-
sentant respetivement x et y et tels que les supports des diviseurs p∗div(g) et div(g
′) sur Y
soient disjoints.
Érivons g = g0 + ϕ et g
′ = g′0 + ϕ
′
, ave g0, g
′
0 des diviseurs d'Arakelov lisses, ϕ ∈W
1(X)
et g′ ∈W1(Y ). Les identités∫
X
q∗g′ ⋆ g =
∫
X
q∗g′0 ⋆ g0 +
∫
X
q∗ϕ′ ω(g0) +
∫
X
ϕ ω(q∗g0) +
∫
X
q∗ϕ′ ddcϕ
=
∫
X
q∗g′0 ⋆ g0 +
∫
Y
ϕ′ q∗ω(g0) +
∫
X
ϕ q∗ω(g0) +
∫
Y
ϕ′ q∗dd
cϕ
=
∫
X
q∗g′0 ⋆ g0 +
∫
Y
ϕ′ ω(q∗g0) +
∫
X
q∗ϕ ω(g0) +
∫
Y
ϕ′ ddcq∗ϕ
et ∫
Y
g′ ⋆ q∗g =
∫
Y
g′0 ⋆ q∗g0 +
∫
Y
ϕ ω(q∗g0) +
∫
Y
q∗ϕ ω(g
′
0) +
∫
Y
ϕ′ ddcq∗ϕ
ramènent la démonstration de la formule au as de deux diviseurs d'Arakelov lisses.
Lorsque g ∈ Ẑ1(X; A0) et g′ ∈ Ẑ1(Y ; A0), la onlusion déoule diretement de la proposi-
tion 4.1.12 : q∗g0 est en eet un diviseur d'Arakelov dans Ẑ
1(Y ;W1) ontinu au voisinage du
support de div(g′), de sorte que∫
Y
g′ ⋆ q∗g =
∫
Y
q∗g δdiv(g′) +
∫
Y
g′ ω(q∗g),
et alors∫
Y
g′ ⋆ q∗g =
∫
X
g q∗δdiv(g′) +
∫
Y
g′ q∗ω(g) =
∫
X
g δq∗div(g′) +
∫
X
q∗g′ ω(g)
=
∫
X
g δdiv(q∗g′) +
∫
X
q∗g′ ω(g) =
∫
X
q∗g′ ⋆ g.
2
Remarque 4.1.19.  La même démonstration permet d'établir la formule de projetion
pour des lasses x ∈ ĈH
1
(X;W1) et y ∈ ĈH
1
(Y ;W1).
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4.1.7. Produit d'intersetion sur ĈH
1
(X;W1).
Soient v une plae de Q et D un diviseur de degré 0 sur haque omposante onnexe de
Xv. Les ourants solutions de l'équation
ddcg = −δD
appartiennent à A0(Xv)D et forment un espae prinipal homogène sous l'espae vetoriel
Γ(X,HXv ) des fontions (réelles) loalement onstantes sur Xv. Lorsque D et D
′
sont deux
diviseurs de degré 0 sur haque omposante onnexe de Xv dont les supports sont disjoints,
le réel
〈D,D′〉N =
∫
Xv
g ⋆ g′
ne dépend pas du hoix des éléments g, g′ de A0(Xv)log tels que dd
cg = −δD et dd
cg′ = −δD′
respetivement.
Il est lair que 〈D,D′〉N = 0 si les supports de D et D
′
sont ontenus dans des omposantes
onnexes distintes de Xv.
Théorème 4.1.20.  Soit N (Xv) l'ensemble des ouples de diviseurs de degré nul sur
haque omposante onnexe de Xv dont les supports sont disjoints. L'appliation
N (Xv)→ R, (D,D
′) 7→ 〈D,D′〉N
oïnide ave l'aouplement de Néron sur haune des omposantes onnexes de Xv.
Rappel : l'aouplement de Néron, version loale. Soient K un orps muni d'une valeur absolue
|.| et C une ourbe régulière, irrédutible et propre sur K. Dans l'artile [24℄, Néron onstruit
une appliation
〈., .〉 : N (C)→ R
entièrement aratérisée par les onditions suivantes :
 bilinéarité ;
 symétrie ;
 pour toute fontion rationnelle non nulle f sur C et tout diviseur D de degré 0 sur C
dont le support est disjoint de |div(f)|,
〈div(f),D〉 = − log |f |(D) = −
∑
x∈C
ordx(D)[κ(x) : k] log |f |(x) ;
 pour tout diviseur D de degré 0 sur C et tout point fermé x0 ∈ C \ |D|, l'appliation
{points fermés de C \ |D|} → R, x 7→
1
[κ(x) : k]
〈D, [κ(x0) : k][x]− [κ(x) : k][x0]〉
est loalement bornée.
Démonstration du théorème. On peut supposer que Xv est onnexe.
La bilinéarité et la symétrie de l'aouplement 〈., .〉N sont immédiates.
Soient f une fontion méromorphe génériquement inversible sur Xv , D un diviseur de degré
0 sur Xv dont le support est disjoint de |div(f)| et g une solution de l'équation dd
cg = −δD.
La fontion log |f | satisfaisant à l'équation de Poinaré-Lelong
ddc
(
− log |f |
)
= −δdiv(f),
〈div(f),D〉N = −
∫
Xv
log |f | δD = − log |f |(D).
Rappelons enn que l'on note (Xv)0 l'ensemble des points x deXv tels que [κ(x) : Qv] <∞ ;
étant donné un diviseur D sur Xv de degré 0 et un point x0 ∈ (Xv)0 \ |D|, soit g une solution
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de l'équation ddcg = −δD. Ce ourant étant représenté par une fontion ontinue  don
loalement bornée  sur Xv − |D|, la fontion
(Xv)0−|D| → R, x 7→
1
[κ(x) : k]
〈D, [κ(x0) : k][x]− [κ(x) : k][x0]〉 = [κ(x0) : k]
(
g(x)− g(x0)
)
est loalement bornée. 2
Passons à la situation globale. Soit X une ourbe propre et lisse sur un ouvert non vide U
de Spec(Z) dont la bre générique est isomorphe à X. Étant donné un diviseur D de degré 0
sur haune des omposantes onnexes de X, il existe, pour toute plae v de Q assoiée à un
point fermé de U , un unique élément gv de A
0(Xv)log tel que{
ddcgv = −δpr∗vD
gv |S0(Xv) = 0.
Choisissant, pour les autres plaes v de Q, une solution gv dans A0(Xv)log de l'équation
ddcgv = −δpr∗vD, nous obtenons un diviseur d'Arakelov lisse (D, g) ∈ Ẑ
1(X; A0) dont la lasse
dans ĈH
1
(X; A0) ne dépend que de D. En eet : modier la ourbe lisse X/U et les autres
fontions gv a pour eet d'ajouter à g un élément ϕ de A
0(X) tel, pour toute plae v de
Q, ddcϕv = 0. Cette fontion lisse ϕ appartient ainsi au sous-espae H(X) de A0(X) et les
éléments g, g + ϕ de Ẑ1(X; A0) dénissent bien la même lasse dans ĈH
1
(X;A0).
On vient de onstruire une setion anonique σ de l'épimorphisme
div : ĈH
1
(X; A0)→ CH1(X)
au-dessus du sous-groupe CH1(X)0 des lasses de diviseurs homologiquement triviaux sur X.
Proposition 4.1.21.  L'appliation
CH1(X)0 × CH
1(X)0 → R, ([D], [D
′]) 7→ σ([D]).σ([D′])
oïnide ave l'aouplement de Néron.
Démonstration. L'aouplement de Néron global 〈., .〉N sur le groupe Div(X)0 des diviseurs
homologiquement triviaux est aratérisé par les trois onditions suivantes :
- bilinéarité ;
- 〈div(f),D〉N = 0 pour tous D ∈ Div(X)0, f ∈ Γ(X,M
×
X ) ;
- si D,D′ ∈ Div(X)0 ont des supports disjoints,
〈D,D′〉N =
∑
v∈M(Q)
〈pr∗vD,pr
∗
vD
′〉N ,v,
〈., .〉N ,v désignant l'aouplement de Néron loal.
L'aouplement
Div(X)0 ×Div(X)0 → R, (D,D
′) 7→ σ([D]).σ([D′])
satisfait aux deux premières onditions et, si D,D′ ont des supports disjoints,
σ([D]).σ([D′]) =
∫
X
g ⋆ g′ =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
gv ⋆ g
′
v,
g (resp. g′) étant un élément de Ẑ1(X; A0) tel que div(g) = D et ω(g) = 0 (resp. div(g′) = D′
et ω(g′) = 0). La onlusion déoule alors du théorème préédent. 2
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Corollaire 4.1.22.  Supposons X onnexe, de genre au moins 1, et soit ĈH
1
(X;W1)′
le quotient du groupe abélien ĈH
1
(X;W1) par son sous-groupe de torsion.
L'aouplement
ĈH
1
(X;W1)× ĈH
1
(X;W1)→ R, (x, y) 7→ x.y
induit une forme bilinéaire non dégénérée sur CH1(X;W1)′, de signature (+,−,−, . . .).
Démonstration. La forme bilinéaire induite sur le sous-groupe W1(X)/H(X) est dénie
négative : en eet, pour tous ϕ,ψ ∈W 1(X) =
⊕
v∈M(k)W
1(Xv),
[ϕ].[ψ] = −
∑
v∈M(Q)
〈ϕv , ψv〉D
et, pour toute plae v ∈ M(Q), la forme bilinéaire 〈., .〉D est positive sur W1(Xv), de noyau le
sous-espae Γ(Xv ,HXv). La forme bilinéaire que l'on onsidère sur W
1(X) est don négative,
de noyau le sous-espae
H(X) =
⊕
v∈M(Q)
Γ(Xv ,HXv).
La forme bilinéaire induite sur le sous-espae σ(CH1(X)′0) de ĈH
1
(X;W1)′ est également
négative : elle s'identie en eet à l'aouplement de Néron, lequel est négatif, de noyau le
sous-groupe de torsion de CH1(X)0.
Les sous-espaes W1(X)/H(X) et σ(CH1(X)0) de ĈH
1
(X;W1) sont orthogonaux relative-
ment à ette forme bilinéaire : puisque ω(g) = 0 pour tout élément g de Ẑ1(X; A0) représentant
un élément de σ(CH1(X)0),
[g].[ϕ] =
∫
X
ϕ ⋆ g =
∫
X
ϕ ω(g) = 0
pour toute fontion ϕ ∈W1(X).
La forme bilinéaire
ĈH
1
(X;W1)× ĈH
1
(X;W1)→ R, (x, y) 7→ x.y
est don négative sur le sous-groupe
ĈH
1
(X;W1)0 = W
1(X)/H(X) + σ(CH1(X)0)
de ĈH
1
(X;W1), noyau de l'homomorphisme
deg : ĈH
1
(X;W1)′ → Z, g 7→ deg(div(g)).
La forme bilinéaire induite sur ĈH
1
(X;W1)′ est non-dégénérée : étant donné g ∈ Ẑ1(X;W1)
tel que [g].x = 0 pour tout x ∈ ĈH
1
(X;W1), observons tout d'abord que ω(g) = 0 ar, quelle
que soit la fontion ϕ ∈ A0(X), ∫
X
ϕ ω(g) = [g].[ϕ] = 0 ;
g appartient ainsi au sous-espae σ(CH1(X)0) et don [g] est un élément de torsion.
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Il reste à vérier qu'il existe x ∈ ĈH
1
(X;W1) tel que x2 > 0. Considérons pour ela un
morphisme ni et plat p : X → P1. La formule de projetion
p∗x.y = x.p∗y,
x ∈ ĈH
1
(P1;W1), y ∈ ĈH
1
(X;W1) (proposition 4.1.10), jointe à la relation p∗p
∗ = (deg p)id,
implique l'identité
p∗x.p∗x = (deg p)(x.x)
pour tout x ∈ ĈH
1
(X;W1). Il sut ainsi d'exhiber un élément de arré stritement positif
dans ĈH
1
(P1;W1). La lasse de l'élément g de Ẑ1(P1,A0) déni par
gv =
{
1
2 log(1 + |T1|
2) si v =∞,
max(log |T1|v , 0) si v est non arhimédienne
onvient :
[g]2 =
∫
P1
Q
g ⋆ (g − log |T1|)
=
∫
P1
Q,∞
g∞ ⋆ (g∞ − log |T1|)
= g∞(0) +
∫
P1
Q,∞
(g∞ − log |T1|) ω(g∞)
=
1
2
∫
C
log(1 + |z|−2)(1 + |z|2)−2
i
2π
(dz ∧ dz)
=
∫ +∞
0
log(1 + r−2)(1 + r2)−2r dr =
1
2
> 0.
2
Le orollaire préédent est une généralisation du théorème de l'indie de Hodge de Fal-
tings/Hrilja et du théorème 5.5 de [11℄.
4.2. Faiseaux inversibles métrisés
4.2.1. Situation loale.
Soient v une plae de Q et L un faiseau inversible sur Xv . Une métrique lisse (resp.
ontinue) sur L est la donnée, pour tout ouvert U de Xv et toute setion inversible s de L
sur U , d'une fontion lisse (resp. ontinue) − log ||s|| ∈ A0(U), la ondition de ompatibilité
suivante étant vériée :
pour toutes setions inversibles s, s′ de L sur des ouverts U,U ′ de Xv, s
′
|U∩U ′ =
fs|U∩U ′ ave f ∈ Γ(U ∩ U
′,O×Xv ) et
− log ||s′|||U∩U ′ = − log ||s|||U∩U ′ − log |f |v.
Nous parlerons parfois d'une métrique A0-régulière (resp. C0-régulière) en lieu et plae d'une
métrique lisse (resp. ontinue).
Remarque 4.2.1.  Lorsque v est une plae non arhimédienne, le faiseau A0Xv des germes
de fontions lisses sur Xv provient d'un faiseau sur le G-site (Xv)G (3.2.1). Puisqu'un OXv -
Module inversible L provient également d'un Module inversible sur le site annelé (Xv)G, on
peut munir L d'une métrique lisse ||.|| en se donnant un reouvrement loalement ni V de
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Xv par des domaines k-anoïdes et une fontion − log ||sV || ∈ A
0(V ) pour toute setion
inversible sV de L sur V ∈ V, la ondition de oyle évidente étant vériée.
De manière équivalente, une métrique lisse (resp. ontinue) sur L est la donnée, pour
toute setion méromorphe génériquement inversible s de L, d'un élément − log ||s|| du groupe
A0(Xv)div(s) (resp. C
0(Xv)div(s)), la ondition de ompatibilité suivante étant vériée :
étant données deux setions méromorphes génériquement inversibles s, s′ de L, s′ = fs ave
f une fontion méromorphe génériquement inversible sur X et
− log ||s′|| = − log ||s|| − log |f |v.
Cette formulation permet de dénir une notion de métrique W1-régulière sur un faiseau
inversible L : 'est la donnée, pour toute setion méromorphe génériquement inversible s de L,
d'un élément − log ||s|| de W1(Xv)div(s), la ondition de ompatibilité i-dessus étant vérifée.
Le produit de deux faiseaux inversibles métrisés (L, ||.||) et (L′, ||.||′) sur Xv est le faiseau
inversible métrisé (L ⊗ L′, ||.||′′) tel que, pour toutes setions méromorphes génériquement
inversibles s et s′ de L et L′ respetivement,
− log ||s⊗ s′||′′ = − log ||s|| − log ||s′||.
L'inverse d'un faiseau inversible métrisé (L, ||.||) sur Xv est le faiseau inversible métrisé
(L⊗(−1), ||.||′) tel que, pour toute setion méromorphe génériquement inversible s de L,
− log
∣∣|s⊗(−1)∣∣|′ = log ||s||.
Ces dénitions font de l'ensemble des lasses d'isométrie de faiseaux inversibles munis de
métriques E-régulières (E ∈ {A0,C0,W1}) un groupe abélien, noté Pic(X; E), qui s'insère
dans une suite exate longue
0 // Γ(Xv,O
×
Xv
)(1) // Γ(Xv ,O
×
Xv
) // E(Xv) // Pic(Xv ; E) // Pic(Xv) // 0
où Γ(Xv ,O
×
Xv
)(1) est le groupe des setions globales de OXv de valeur absolue 1.
Remarque 4.2.2
1. L'espae vetoriel E(Xv) s'identie anoniquement au groupe des métriques E-régulières
sur le faiseau strutural OXv .
2. La surjetivité de l'homomorphisme Pic(Xv ; E)→ Pic(Xv) d'oubli de la métrique équi-
vaut à la non vauité de E(Xv)log.
Proposition 4.2.3.  Le faiseau inversible L étant muni d'une métrique E-régulière, le
ourant
ddc(− log ||s||) + δdiv(s) ∈ A
1(Xv) + dd
cE(Xv) ⊂ D
1(Xv)
est indépendant du hoix de la setion méromorphe génériquement inversible s de L.
Démonstration. L'égalité
ddc(− log ||fs||) + δdiv(fs) =
(
ddc(− log ||s||) + δdiv(s)
)
+
(
ddc(− log |f |v) + δdiv(f)
)
= ddc(− log ||s||) + δdiv(s)
pour toutes setions méromorphes inversibles s et f de L et OXv respetivement se déduit
immédiatement de la formule de Poinaré-Lelong (proposition 3.3.15 lorsque v n'est pas ar-
himédienne).
Étant donnée d'autre part une métrique lisse ||.||0 sur L, la fontion
ϕ = − log ||s||+ log ||s||0
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ne dépend pas du hoix de la setion méromorphe génériquement inversible s de L et appartient
à l'espae E(Xv) ; on a alors
ddc(− log ||s||) + δdiv(s) =
(
ddc(− log ||s||0) + δdiv(s)
)
+ ddcϕ ∈ A1(Xv) + dd
cE(Xv).
2
Ce ourant est appelé le ourant de ourbure du faiseau inversible métrisé L = (L, ||.||) ; il
se note c1(L) et satisfait à la ondition∫
Xv
c1(L) = deg(L).
C'est une forme lisse  'est-à-dire un élément de A1(Xv)  si (et seulement si) la métrique
est lisse.
Soient v une plae non arhimédienne de Q et L un faiseau inversible sur Xv. Pour toute
Spf(Zv)-ourbe formelle propre X de bre générique Xv, la donnée d'un faiseau inversible L
sur X prolongeant L permet de munir elui-i d'une métrique lisse.
Lemme 4.2.4.  Il existe une métrique lisse ||.||L et une seule sur L telle que, pour tout
ouvert U de X et toute setion inversible εU de L|U ,
− log ||εU ⊗ 1||L = 0
(εU ⊗ 1 est la setion de L sur
(
X|U
)
η
induite par εU ).
Démonstration. Quel que soit l'ouvert U de X , les éléments f de Γ(U,O×X ) satisfont à la
ondition |f |v ≡ 1 sur le domaine Qv-analytique Uη de Xv = Xη.
Soit U un reouvrement ni de X par des ouverts anes U sur lesquels L admet une
setion inversible εU . Il existe, en vertu de l'observation préédente et de la remarque 4.2.1,
une métrique lisse et une seule ||.||L = ||.|| sur L telle que log ||εU ⊗ 1|| = 0 pour tout U ∈ U .
Quels que soient alors l'ouvert Ω de X et la setion inversible s de L sur Ω, s|U = fUεU |U∩Ω
ave fU ∈ Γ(U ∩ Ω,O
×
X ) et, posant V = U ∩ Ω,
− log ||s⊗ 1|||Vη = − log ||s|V ⊗ 1|| = − log ||εU |V ⊗ 1|| − log |fU | = − log ||εU ⊗ 1|||Vη = 0.
2
Lemme 4.2.5.  Soiet X une Spf(Zv)-ourbe normale de bre générique Xv, L un faiseau
inversible sur X et L = Lη. La ourbure de la métrique ||.||L sur L est la forme lisse∑
ξ∈S0(X )
e(ξ)deg
(
c1(L) ∩ [rv(ξ)]
)
δξ,
où e(ξ) est la multipliité de la omposante irrédutible de Xs(v) de point générique r(ξ) et rv
est l'appliation de rédution Xv → Xs(v).
Démonstration. Soit s une setion méromorphe régulière du faiseau inversible L.
Le support de la forme de ourbure c1(L, ||.||L) est lairement ontenu dans S0(X ) : étant
en eet donnée une setion inversible ε de L sur un ouvert ane U de Xs(v),
Ω = r−1v (U)− S0(X|U ) = r
−1
v (U) ∩ (Xv − S0(X ))
est un ouvert de Xv sur lequel − log ||s||L = − log |s⊗ ε
−1| et
c1(L, ||.||L)|Ω =
(
ddc(− log ||s||) + δdiv(s)
)
|Ω
= 0
par appliation de la formule de Poinaré-Lelong (proposition 3.3.15). Puisque Ω est la réunion
des bres de rv au-dessus des points fermés de U , ei prouve que le support de c1(L, ||.||L)
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est ontenu dans l'image réiproque S0(X ) de l'ensemble des points génériques de Xs(v). Il
reste à établir la formule ∫
{ξ}
c1(L, ||.||L) = e(ξ)deg(c1(L) ∩ [rv(ξ)])
pour tout point ξ de S0(X ).
Le théorème de rédution semi-stable garantit l'existene d'une extension nie k de Qv
ainsi que d'un Spf(Zv)-morphisme propre f : Y → X tels que :
 Y soit une Spf(k◦)-ourbe simplement semi-stable, de bre générique Xv ⊗Qv k ;
 fη soit la projetion anonique de Xv ⊗Qv k sur Xv .
Vu la dénition de la métrique ||.||L, le point (i) du théorème 3.2.10 implique la formule∫
{ξ}
c1(L, ||.||L) =
∫
f−1η ({ξ})
c1(f
∗
ηL, ||.||f∗L),
ξ ∈ S0(X ).
Pour tout point ξ ∈ S0(X ) (resp. ξ
′ ∈ S0(Y)), la multipliité e(ξ) (resp. e(ξ
′)) de la
omposante [rv(ξ)] (resp. [rv(ξ
′)]) dans le yle 1-odimensionel [Xs] (resp. Ys]) est le ardinal
du groupe ni |H(ξ)×|/|Q×v | ; pour tout point ξ
′ ∈ f−1η (ξ), l'identité
e(k/Qv) = e(ξ
′/ξ)e(ξ),
est de vériation immédiate.
Le yle 1-odimentionel sur Y assoié à sa bre spéiale omme Spf(k◦)-ourbe formelle
est
[Ys(v)]
′ =
∑
ξ′∈S0(X )
[rv(ξ
′)]
et
f∗[Ys(v)]
′ =
∑
ξ∈S0(X )
( ∑
ξ′∈f−1η (ξ)
[H˜(ξ′) : H˜(ξ)]
)
[rv(ξ)]
=
∑
ξ∈S0(X )
( ∑
ξ′∈f−1η (ξ)
[H(ξ′) : H(ξ)]
e(ξ′/ξ)
)
[rv(ξ)]
=
∑
ξ∈S0(X )
( ∑
ξ′∈f−1η (ξ)
[H(ξ′) : H(ξ)]
e(k/Qv)
)
e(ξ)[rv(ξ)]
=
[k : Qv]
e(k/Qv)
∑
ξ∈S0(X )
e(ξ)[rv(ξ)]
= [k˜ : Q˜v][Xs(v)].
Nous obtenons nalement l'identité
c1(L) ∩ e(ξ)[rv(ξ)] =
1
[k˜ : Q˜v]
c1(L) ∩ f∗
( ∑
ξ′∈f−1η (ξ)
[rv(ξ
′)]
)
=
1
[k˜ : Q˜v]
f∗
(
c1(f
∗L) ∩
( ∑
ξ′∈f−1η (ξ)
[rv(ξ
′)]
))
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dans CH0(X ) ⊗Q par appliation de la formule de projetion, d'où l'on déduit la formule
deg(c1(L) ∩ e(ξ)[rv(ξ)]) = deg
fQv
(c1(L) ∩ e(ξ)[rv(ξ)])
= deg
ek
(
c1(f
∗L) ∩
( ∑
ξ′∈f−1η (ξ)
[rv(ξ
′)]
))
.
Il sut don de prouver le lemme lorsque la Spf(Zv)-ourbe X est simplement semi-stable,
e qui implique en partiulier e(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ S0(X ). Soient ξ un point dans S0(X ), C
la omposante irrédutible de Xs(v) de point générique rv(ξ) et α ∈ Qv tel que ||αs||(ξ) = 1 ; αs
induit alors une setion méromorphe régulière σ du faiseau inversible L|C . Quitte à eetuer
des élatements entrés sur le lieu lisse de X , il est loisible de supposer que tous les ples et
zéros de σ sont ontenus dans C ∩ Sing(Xs(v)). Dans es onditions, la fontion − log ||s|| se
fatorise par le squelette S(X ) au voisinage de ξ et l'identité∫
{ξ}
c1(L, ||.||L) =
∫
{ξ}
ddc(− log ||s||L) = deg(div(σ)) = degL(C) = deg(c1(L) ∩ [rv(ξ)])
déoule du lemme 2.2.25. 2
4.2.2. Situation globale.
Donnons maintenant la version globale des dénitions préédentes. Soit L un faiseau in-
versible sur X.
On dénit une métrique lisse (resp. ontinue, resp. W1-régulière) sur L omme la donnée
d'une famille (||.||v)v∈M(Q) de métriques lisses (resp. ontinues, resp. W
1
-régulières) ||.||v sur
les faiseaux Lv qui satisfait à la ondition  adélique  suivante :
il existe une ourbe propre X sur un ouvert non vide U de Spec(Z), de bre générique X,
ainsi qu'un faiseau inversible L sur X prolongeant L, tels que
||.||v = ||.||Lv
pour toute plae non arhimédienne v de Q qui orrespond à un point fermé de U .
Comme préédemment, on parlera parfois de métriques A0-régulières (resp. C0-régulières)
en lieu et plae de métriques lisses (resp. ontinues) et, étant donné E ∈ {A0,C0,W1}, un
faiseau inversible muni d'une métrique E-régulière sera dit E-métrisé.
L'ensemble P̂ic(X; E) des lasses d'isométrie de faiseaux inversibles E-métrisés est natu-
rellement muni d'une struture de groupe abélien. L'appliation de P̂ic(X; E) dans Pic(X)
obtenue en faisant abstration de la métrique est un homomorphisme de groupes qui s'insère
dans la suite exate ourte
0 // E(X) // P̂ic(X; E) // Pic(X) // 0,
où E(X) =
⊕
v E(Xv) est l'espae vetoriel réel des métriques E-régulières sur le faiseau
strutural OX .
Proposition 4.2.6.  Étant donnée une métrique lisse (resp. W1-régulière) sur le fais-
eau inversible L, (
− log ||s||v
)
v∈M(Q)
∈ Ẑ1(X; A0) (resp. Ẑ1(X;W1))
pour une (toute) setion méromorphe génériquement inversible s de L.
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Démonstration. C'est évident. 2
Étant donné L = (L, ||.||) dans P̂ic(X; E), E ∈ {A0,W1}, l'élément
ddc(− log ||s||) + δdiv(s)
de D1(X) =
∏
v D
1(Xv) ne dépend pas de la setion méromorphe et génériquement inversible
s de L ; on l'appelle le ourant de ourbure de L et il se note c1(L).
On dénit, grâe à la proposition préédente, un homomomorphisme ĉ1 du groupe
P̂ic(X;W1) dans le groupe ĈH
1
(X;W1) en assoiant au faiseau inversible métrisé
L = (L, ||.||) la lasse du diviseur d'Arakelov − log ||s||, s étant une setion méromorphe
génériquement inversible de L.
Cet homomorphisme oie l'isomorphisme  lasse de Chern 
c1 : Pic(X)→ CH
1(X)
et s'insère dans un morphisme de suites exates
1 // Γ(X,O×X)/Γ(X,O
×
X )
(1) //

W1(X) // P̂ic(X;W1) //
bc1

Pic(X) //
c1

0
0 // H(X) //W1(X) // ĈH
1
(X;W1) // CH
1(X) // 0,
Γ(X,O×X ) étant envoyé dans H(X) =
⊕
v Γ(Xv,HXv ) via l'homomorphisme α 7→ (log |α|v),
de noyau Γ(X,O×X )
(1)
.
4.2.3. Hauteurs et formule de Mahler généralisée.
Soit L = (L, |.|) un faiseau inversible muni d'une métrique ontinue sur X. Pour tout
point fermé x de X et toute setion méromorphe génériquement inversible s de L telle que
x /∈ |div(s)|, il n'existe qu'un nombre ni de plaes v de Q telles que le nombre réel∫
Xv
(
log ||s||v
)
δ[pr∗v(x)]
soit non nul (f. lemme 4.1.3).
Définition 4.2.7.  Ave les notations préédentes, le nombre réel
hL(x) =
∫
X
(
− log ||s||
)
δ[x] =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
(
− log ||s||v
)
δ[pr∗v(x)]
est la hauteur du point fermé x relativement à L.
La fontion hL s'étend par linéarité au groupe Div(X).
La formule de Mahler donne une expression intégrale
h(α) = h((α, 1)) =
1
[Q(α) : Q]
∫
S1
log |F | dλ
pour la hauteur de Weil h  dénie sur P1(Q) muni de oordonnées homogènes (x0, x1) par
h((x0, x1)) =
∑
v∈Q
max(log |x0|v, log |x1|v).
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Dans la première formule, α est un nombre algébrique, F ∈ Z[T ] est un polynme minimal
de α sur Z et λ est la mesure de Haar de masse 1 sur le le erle unité S1 ⊂ C. Notant O(1)
le faiseau anonique sur P1Q muni en toute plae v de la métrique v-adique ontinue dénie
par
− log ||1[∞]||v(x0, x1) = max(log |x0|v, log |x1|v),
la hauteur de Weil sur P1(Q) n'est pas autre hose que l'appliation
P1(Q)→ R, x 7→
1
[κ(x) : Q]
hO(1)([x])
où x est le point fermé de P1Q sous-jaent à x. La métrique onsidérée surO(1) estW
1
-régulière,
lisse en toute plae non arhimédienne et son ourant de ourbure à la plae arhimédienne
est la mesure de Haar de masse 1 sur le erle S1.
Conservant les notations que l'on vient d'introduire, l'appliation de la proposition 4.1.13
fournit l'identité ∫
X
(− log |F |) ⋆ (− log ||s||) = 0
pour toute setion méromorphe génériquement inversible s de O(1) dont le diviseur est disjoint
de div(F ) = [α] − [Q(α) : Q][(0, 1)]. Nous pouvons d'autre part utiliser la proposition 4.1.12
pour érire∫
P1
Q
(− log |F |) ⋆ (− log ||s||) =
∫
P1
Q
(− log ||s||)δdiv(F ) +
∫
P1
Q
(− log |F |)c1(O(1)),
soit enore
0 = hO(1)(div(F ))−
∫
P1(C)
log |F |c1(O(1))∞
vu le hoix de F . Il reste à invoquer la nullité de la hauteur du point (0, 1) pour obtenir le
résultat désiré.
Observons maintenant que la formule
hL(D) =
∫
X
(− log ||s||)δD
dénissant la hauteur garde un sens pour tout diviseur D ∈ Div(X) et tout faiseau inversible
W1-métrisé L sur X lorsque la métrique est ontinue au voisinage du support |D| de D. Nous
avons montré au paragraphe 4.1.4 que, sous ette hypothèse, la forme linéaire
A0(X)→ R, ψ 7→
∫
X
ψ c1(L)
se prolonge à l'espae W1(X)D = A
0(X)D +W
1(X) en posant∫
X
(g + ϕ) c1(L) =
∫
X
g c1(L) +
∫
X
ϕ c1(L),
ave ∫
X
g c1(L) = lim
N
∫
X
gN c1(L)
pour toute fontion g ∈ A0(X)D , ave gN = max(min(g,N),−N) (plus une régularisation
pour la omposante arhimédienne).
Remarque 4.2.8.  Lorsque µv est une mesure positive, l'existene de e prolongement
implique en partiulier la µv-intégrabilité des éléments de W
1(Xv).
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La seonde assertion de la proposition suivante est une généralisation immédiate de la
formule de Mahler.
Proposition 4.2.9.  Étant donnés un faiseau inversible W1-métrisé L sur X et un
diviseur d'Arakelov (D, g) ∈ Ẑ1(X;W1) tels que la métrique de L soit ontinue au voisinage
du support de D,
ĉ1(L).[(D, g)] = hL(D) +
∫
X
g c1(L).
En partiulier : quelle que soit la fontion méromorphe régulière f sur X,
hL(div(f)) =
∫
X
log |f | c1(L)
si la métrique de L est ontinue au voisinage de |div(f)|.
Démonstration. Soit s une setion méromorphe régulière de L dont le diviseur est disjoint
de |D| ; le diviseur d'Arakelov (div(s),− log ||s||) ∈ Ẑ1(X;W1) étant ontinu au voisinage de
|D|, la proposition 4.1.12 permet d'érire
ĉ1(L).[(D, g)] =
∫
X
(− log ||s||) ⋆ g =
∫
X
(− log ||s||) δD +
∫
X
g ω(− log ||s||)
= hL(D) +
∫
X
g c1(L).
La seonde assertion de l'énoné se déduit de la première en utilisant l'égalité
ĉ1(L).[(div(f)),− log |f |] = 0
(proposition 4.1.13). 2
Remarque 4.2.10.  On trouvera des exemples expliites de formules de Mahler généra-
lisées dans l'artile [30℄. Les métriques qui y sont onsidérées sont assoiées à des systèmes
dynamiques ; étant toutes ontinues et à ourbure mesure, elles sont W1-régulières et don
dans le hamp d'appliation de la proposition préédente.
4.2.4. Convergene de métriques.
Étant donné un faiseau inversible L sur X, une famille (||.||α)α∈A de métriques ontinues
sur L sera dite uniformément onvergente s'il existe une métrique ||.|| ontinue sur L et une
partie nie S de M(Q) telles que la famille(
log
||.||v
||.||α,v
)
α∈A
d'éléments de C0(X) =
⊕
v∈M(Q)C
0(Xv) soit ontenue et onvergente dans le sous-espae
vetoriel ⊕
v∈S
C0(Xv),
la topologie étant elle de la onvergene uniforme.
On dira qu'une famille de faiseaux inversibles munis de métriques ontinues Lα =
(Lα, ||.||α)α∈A est uniformément onvergente s'il existe un faiseau inversible L sur X et des
isomorphismes ια de L sur Lα, α ∈ A, tels que la famille de métriques (ι
∗
α||.||α) sur L soit
uniformément onvergente.
On dénit de la même façon la notion de onvergene au sens W1 pour les métriques W1-
régulières en utilisant la topologie anonique des espaes W1(Xv), puis la notion de famille
W1-onvergente de faiseaux inversibles W1-métrisés.
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Lemme 4.2.11.  Pour toutes familles (Lα)α∈A, (L′α)α∈A de faiseau inversibles W
1
-
réguliers et W1-onvergentes, de limites respetives L, L
′
,(
c1(Lα).c1(L
′
α)
)
α
→ c1(L).c1(L
′
).
Démonstration. Considérons des métriques lisses L0 et L
′
0 sur les faiseaux inversibles L et
L′ respetivement et posons Lβ = L, L
′
β = L
′
.
Érivant, pour tout α ∈ A ∪ {β}, Lα = L0 ⊗O(ϕα) et L
′
α = L
′
0 ⊗O(ϕ
′
α)  où (ϕα)α∈A et
(ϕ′α)α∈A sont des familles dansW
1(X) onvergeant vers ϕβ et ϕ
′
β respetivement , l'assertion
déoule de la formule
c1(Lα).c1(L
′
α) = c1(L0).c1(L
′
0) +
∫
X
ϕα ω(L
′
−1) +
∫
X
ϕ′α ω(L−1)− 〈ϕα, ϕ
′
α〉D,
α ∈ A ∪ {∞}, et de la onvergene de haun des termes du membre de droite. 2
4.2.5. Métriques sous-harmoniques.
Nous ahevons ette setion en aordant un intérêt partiulier aux métriques sous-
harmoniques sur un faiseau inversible L. Dans le ontexte non arhimédien, de telles
métriques sont déjà apparues au ours du hapitre préédent (3.4.3).
Proposition 4.2.12.  Soit L un faiseau inversible sur X.
(i) Étant donnée une plae v de Q, une métrique ||.||v sur Lv est dite sous-harmonique
si, pour toute setion inversible s de Lv sur un ouvert U de Xv, la fontion −Log ||s||v est
sous-harmonique sur U .
(ii) Une métrique sous-harmonique sur L est la donnée d'une famille (||.||v)v∈M(Q) de mé-
triques sous-harmoniques sur les faiseaux Lv telle qu'il existe une métrique lisse ||.||0 sur L
vériant ||.||v = ||.||0,v pour presque toute plae v de Q.
Convenons de dire qu'une métrique ||.|| sur L est semi-ontinue supérieurement si elle s'érit
sous la forme ||.||0e
−ϕ = (||.||0,ve
−ϕv)v, où ||.||0 est une métrique lisse sur L et ϕ = (ϕv)v est
une famille presque nulle de fontions semi-ontinues supérieurement ϕv : Xv → R∪{−∞}.
Quelles que soient la plae v de Q et la setion inversible s de Lv sur un ouvert U de Xv, la
fontion − log ||s||v est alors semi-ontinue supérieurement sur U .
Il est lair qu'une métrique sous-harmonique sur L n'est pas autre hose qu'une métrique
semi-ontinue supérieurement prenant des valeurs nies sur un ouvert dense de X et telle que
le ourant de ourbure
ĉ1(L, ||.||) = dd
c(− log ||s||) + δdiv(s)
s ∈ Γ(X,MX(L)
×), soit positif (haque omposante est un ourant positif sur Xv).
En partiulier, un faiseau inversible L sur X admet une métrique sous-harmonique si et
seulement s'il est de degré positif sur haune des omposantes onnexes de X.
Théorème 4.2.13.  Soit L un faiseau inversible sur X. Toute métrique sous-
harmonique ||.|| sur L est l'enveloppe supérieure d'une famille roissante (||.||λ)λ∈Λ de
métriques sous-harmoniques ontinues telle que ||.||λ,v = ||.||v pour presque toute plae v de
Q et tout λ ∈ Λ.
Si ette métrique est de plus W1-régulière, les métriques sont W1-onvergentes.
Démonstration. Puisque la métrique ||.|| oïnide ave une métrique lisse en dehors d'un
nombre ni de plaes de Q, les deux assertions de l'énoné sont de nature loale : quelle que soit
la plae v ∈ M(Q), il faut montrer que la métrique sous-harmonique ||.||v sur Lv est l'enveloppe
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supérieure d'une famille de métriques sous-harmoniques ontinues, ave onvergene au sens
W1 si ||.||v est W
1
-régulière.
Dans le as d'une plae non arhimédienne v, le théorème 3.4.19 fournit une famille rois-
sante de métriques sous-harmoniques lisses ||.||λ sur Lv dont ||.||v est l'enveloppe supérieure.
Érivons ||.||v (resp. ||.||λ) sous la forme ||.||0,ve
−ϕv
(resp. ||.||λ = ||.||0e
−ϕλ
), où ||.||0,v est une
métrique lisse sur Lv et ϕv, ϕλ sont des fontions semi-ontinues supérieurement sur Xv, ϕv
étant l'enveloppe inférieure de la famille déroissante (ϕλ). La métrique ||.||v est W
1
-régulière
si et seulement si ϕv ∈W
1(Xv). Dans e as :
sup
λ
(
−
∫
Xv
ϕλ dd
cϕλ
)
=
(
−
∫
Xv
ϕvdd
cϕv
)
< +∞
et la famille (ϕλ) est don W
1
-onvergente.
Le as de la plae arhimédienne v =∞ se traite de façon analogue à partir de la proposition
suivante. 2
Proposition 4.2.14.  Soient M une surfae de Riemann ompate et L un faiseau
inversible sur M . Toute métrique sous-harmonique ||.|| sur L est l'enveloppe supérieure d'une
famille roissante de métriques sous-harmoniques ontinues.
Remarque 4.2.15.  Il est onnu que, pour tout faiseau inversible ample sur une variété
projetive lisse omplexe X, une métrique plurisousharmonique ontinue sur L est l'enveloppe
supérieure (uniforme) d'une suite roissante de métriques plurisousharmoniques lisses (voir
[22℄, Théorème 4.6.1, ainsi que [14℄, Theorem 2.18). L'auteur n'a par ontre trouvé nulle part
mention du résultat i-dessus.
Les arguments utilisés pour établir le théorème d'approximation d'une métrique (sous-
harmonique) ontinue par des métriques (sous-harmoniques) lisses ne semblent pas pouvoir
s'adapter pour établir notre assertion. La démonstration qui suit est inspirée de elle donnée
dans le ontexte non arhimédien (Théorème 3.4.19).
Démonstration de la proposition. On appelle disque ouvert dans M un ouvert D dont
l'adhérene D est ontenue dans le domaine d'une arte loale et a pour image un disque
fermé de C. Étant donné un reouvrement ni U de M par des disques ouverts, posons
S(U) =
⋃
D∈∂U
∂D ;
'est une ourbe réelle-analytique par moreaux traée sur M .
Fixons une setion méromorphe régulière (génériquement inversible) s de L et onsidérons
l'ensemble Σ des ouples (U ,V) formés d'un reouvrement ni U deM par des disques ouverts
et d'un reouvrement ni V de S(U) par des disques ouverts tels que :
 M − S(U) soit un voisinage du support du diviseur de s (i.e. |div(s)| ∩ S(U) = ∅) ;
 div(s) soit prinipal sur M − S(U) ;
 l'adhérene de tout disque D ∈ V soit disjointe de |div(s)|.
Nous allons maintenant assoier à tout ouple (U ,V) ∈ Σ une métrique sous-harmonique
et ontinue ||.||U ,V sur L minorant la métrique initiale ||.||. La transription direte de e que
l'on a fait dans le ontexte non arhimédien pour démontrer le résultat analogue onduit à
remplaer la métrique initiale ||.|| par son  interpolation harmonique  en dehors de S(U) ;
ela n'est toutefois ii pas susant pour fournir une métrique ontinue et il est néessaire,
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préalablement, de régulariser la restrition de ||.|| à S(U) à l'aide du reouvrement V. Voii
les détails.
Première étape. Soit, pour tout disque D ∈ V, HD(− log ||s||) la fontion semi-ontinue su-
périeurement sur D qui oïnide ave − log ||s|| sur ∂D et est harmonique sur D. L'exis-
tene de ette fontion se démontre omme le point (i) de la proposition 3.1.21. La fon-
tion HD(− log ||s||) majore la fontion sous-harmonique − log ||s|| sur D. Soit V l'ouvert
réunion des D ∈ V et soit x un point dans ∂D. Puisque HD(− log ||s||)(x) = − log ||s||(x),
HD(− log ||s||)(x) ≤ HD′(− log ||s||)(x) pour tout disque D
′ ∈ V ontenant x en vertu de
l'observation préédente et don
max
D∈V , x∈D
HD(− log ||s||)(x) = max
D∈V , x∈D
HD(− log ||s||)(x).
Soit HV(− log ||s||) la fontion dénie sur V par :
HV(− log ||s||)(x) = max
D∈V , x∈D
HD(− log ||s||)(x).
Le premier terme de l'identité
max
D∈V , x∈D
HD(− log ||s||)(x) = max
D∈V , x∈D
HD(− log ||s||)(x),
x ∈ V , met en évidene la semi-ontinuité inférieure de HV(− log ||s||) (enveloppe supérieure
d'une famille de fontions ontinues) tandis que le seond établit sa semi-ontinuité supé-
rieure (enveloppe supérieure d'une famille nie de fontions semi-ontinues supérieurement) ;
la fontion HV(− log ||s||) est don ontinue.
La sous-harmoniité de HV(− log ||s||) est évidente vu la dénition et, pour toute fontion
méromorphe régulière f sur M inversible sur V , la formule
HV(− log ||fs||) = HV(− log ||s||)− log |f |
se déduit de l'harmoniité de − log |f | sur V .
Considérons enn un ranement V ′ de V. Étant donné un disque D′ ∈ V ′ ontenu dans un
disque D ∈ V,
HD′(− log ||s||)|∂D′ = − log ||s|||∂D′ ≤ HD(− log ||s||)|∂D′
don
HD′(− log ||s||) ≤ HD(− log ||s||)|D′
et ainsi
HV ′(− log ||s||) ≤ HV(− log ||s||).
Soit alors RV(− log ||s||) la restrition de la fontion ontinue HV(− log ||s||) à S(U) ⊂ V .
On a les inégalités
− log ||s|||S(U) ≤ RV ′(− log ||s||) ≤ RV(− log ||s||)
pour tout ranement V ′ de V et, lorsque V parourt l'ensemble ltrant des reouvrements
de S(U) dans M , la famille déroissante des RV(− log ||s||) onverge pontuellement vers
− log ||s|||U en vertu de la semi-ontinuité supérieure de − log ||s||.
Seonde étape. Considérons maintenant la fontion − log ||s||U ,V sur M dénie omme suit :
 la fontion − log ||s||U ,V oïnide ave RV(− log ||s||) sur S(U),
 pour toute omposante onnexe Ω de M − S(U) et toute équation f de div(s) au voi-
sinage de Ω, − log ||s||U ,V + log |f | est la fontion harmonique sur Ω qui oïnide ave
RV(− log ||f
−1s||) sur ∂Ω.
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La seonde ondition ne dépend pas du hoix de f en vertu de la formule
RV(− log ||fs||V) = RV(− log ||s||)− log |f |
lorsque f est inversible au voisinage de S(U). En partiulier, pour toute omposante onnexe
Ω de M − S(U) disjointe de |div(s)|, − log ||s||U ,V est la fontion harmonique sur Ω qui
oïnide ave RV(− log ||s||) sur ∂Ω. Vu la ontinuité de RV(− log ||s||), ette observation
implique immédiatement la ontinuité des restritions de − log ||s||U ,V à l'adhérene de haque
omposante onnexe de M − S(U) disjointe de |div(s)|. On obtient le même résultat pour les
omposantes renontrant |div(s)| en utilisant la formule i-dessus.
La fontion − log ||s||U ,V est harmonique sur X − (S(U)∪ |div(s)|) et elle majore − log ||s||
surM ; jointe au fait que − log ||s||U ,V et HV(− log ||s||) oïnident sur S(U), ette observation
montre que la fontion − log ||s||U ,V majore HV(− log ||s||) sur V .
Il est faile de voir que la fontion − log ||s||U ,V est sous-harmonique surM−|div(s)|. Soient
en eet x un point dans S(U), D ∈ V un disque ontenant x, U un voisinage relativement
ompat de x dans D et h une fontion harmonique sur U qui majore − log ||s||U ,V sur ∂U . La
fontion h majore alors HV(− log ||s||) sur U , don sur U∩S(U), et elle majore par onséquent
− log ||s||U ,V sur la frontière de l'ouvert U
′ = U − S(U) ∩ U . En vertu de l'harmoniité de
ette dernière fontion sur U ′, le prinipe du maximum permet de onlure que h majore
− log ||s||U ,V sur U . D'où la sous-harmoniité annonée.
Considérons enn un autre ouple (U ′,V ′) ∈ Σ ave U ⊂ U ′  e qui implique
S(U) ⊂ S(U ′)  et tel que le reouvrement de S(U) déni par V ′ soit un ranement
du reouvrement V. On a alors RV ′(− log ||s||) ≤ RV(− log ||s||) sur S(U) d'après la première
étape, 'est-à-dire
− log ||s||U ′,V ′ ≤ − log ||s||U ,V
sur S(U) ; par suite, pour toute omposante onnexe Ω de M − S(U) disjointe de |div(s)|, la
sous-harmoniité de − log ||s||U ′,V ′ et l'harmoniité de − log ||s||U ,V sur Ω impliquent
− log ||s||U ′,V ′ ≤ − log ||s||U ,V
sur Ω. Le même argument, appliqué en remplaçant s par f−1s, établit ette inégalité lorsque
Ω renontre |div(s)|, f étant une équation de div(s) dans Ω.
Nous pouvons maintenant onlure. L'ensemble Σ est ordonné de sorte que (U ,V) ≺ (U ′,V ′)
si U ⊂ U ′ et si le reouvrement V ′ de S(U) est un ranement de V. C'est évidemment un
ensemble ltrant, deux ouples (U ,V), (U ′,V ′) ∈ Σ étant majorés par le ouple (U ′′,V ′′) ∈ Σ,
où U ′′ = U ∪ U ′ et V ′′ est un ranement de V ′ qui induit un reouvrement de S(U) ranant
V (noter que tous es reouvrements sont par dénition nis).
L'enveloppe supérieure des métriques (||.||U ,V) sur L est une métrique sous-harmonique
majorée par ||.|| et qui onverge pontuellement vers ||.||. Ce dernier point se vérie sur
M−|div(s)| e qui est susant en vertu de la semi-ontinuité supérieure  en remarquant
que − log ||s||U ,V = RV(− log ||s||) sur S(U) onverge pontuellement vers − log ||s|| lorsque V
roît (première étape), puis en observant que tout point y ∈ M − |div(s)| appartient à S(U)
pour un hoix onvenable de U . 2
Remarque 4.2.16.  On démontrerait de façon analogue que, pour toute fontion sous-
harmonique u sur une surfae de Riemann M , la restrition de u à un ouvert relativement
ompat Ω ⊂ M est l'enveloppe inférieure d'une famille déroissante de fontions sous-
harmoniques ontinues sur Ω.
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4.3. Comparaison ave d'autres approhes de la théorie d'Arakelov.
4.3.1. Utilisation d'un modèle entier.
Il est temps de relier les onsidérations préédentes à la théorie d'Arakelov utilisant des
modèles entiers, telle que développée dans l'artile [11℄.
Soit X une ourbe propre sur Spec(Z), de bre générique X et dont le shéma sous-jaent
est supposé normal. Le groupe des 1-yles (= diviseurs de Weil) sur X est noté Z1(X ).
Rappelons que, pour toute plae non arhimédienne v de Q, s(v) désigne le point fermé
de Spec(Z) orrespondant et Xv est le omplété de X le long de la bre Xs(v) ; 'est un
Spf(Zv)-shéma formel de bre générique Xv. L'hypothèse de normalité sur X implique que
le sous-ensemble (ni) S0(Xv) de Xv est en bijetion ave l'ensemble des points génériques de
Xs(v) à travers l'appliation de rédution rv : Xv → Xs(v).
Comme préédemment, le morphisme anonique Xv → X est noté prv.
Cyles horizontaux  Quels que soient le point fermé x deX et la plae non arhimédienne v de
Q, nous noterons gXx,v le potentiel d'équilibre du diviseur pr
∗
v[x] =
∑
y∈pr−1v (x)
[y] dans l'ouvert
Xv − S0(Xv) ; 'est l'unique fontion ontinue g : Xv → R ∪ {−∞} qui est identiquement
nulle sur S0(Xv) et telle que dd
cg = −δpr∗v[x] sur Xv − S0(Xv). On prolonge par linéarité ette
onstrution en un homomorphisme
Div(X)→ A0(Xv)log, D 7→ g
X
D,v.
Cyles vertiaux  Étant donnés une plae non arhimédienne v de Q et un point ξ ∈ S0(Xv),
prv(ξ) est un point générique de X et H(ξ) est la omplétion du orps κ(prv(ξ)) pour la
valuation dénie par l'ordre d'annulation le long de la omposante irrédutible {rv(ξ)} de
Xs(v). Tenant ompte du fait que la valeur absolue sur κ(ξ) prolonge elle de Qv, il déoule
de ette observation que le ardinal e(ξ) du groupe ni |κ(ξ)×|/|Q×v | est égal à la multipliité
de la omposante {rv(ξ)} dans le yle [Xs(v)].
On note gXξ la fontion dans A
0(Xv) qui est harmonique sur Xv−S0(Xv), nulle sur S0(Xv)−
{ξ} et qui prend la valeur e(ξ)−1 log |pv| au point ξ.
Nous disposons, pour toute plae non arhimédienne v ∈ M(Q), d'un homomorphisme de
groupes
dv : Hom(S0(Xv),Z)→ Z
1(X ), b 7→
∑
ξ∈S0(X )
b(ξ)[rv(ξ)].
L'homomorphisme somme
d = ⊕vdv :
⊕
v∈M(Q)−{∞}
Hom(S0(Xv),Z)→ Z
1(X )
réalise un isomorphisme sur le sous-groupe Z1(X )vert des 1-yles vertiaux, noyau de l'homo-
morphisme de restrition à la bre générique
Z1(X )→ Div(X), Z 7→ ZQ.
On note d'autre part
σ : Div(X)→ Z1(X )
la setion obtenue en envoyant tout point fermé de X sur son adhérene dans X .
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Nous pouvons nalement utiliser la déomposition( ⊕
v∈M(Q)−{∞}
Hom(S0(Xv),Z)
)
⊕Div(X)
∼
−→ Z1(X )
(b,D) 7→ d(b) + σ(D)
pour dénir un homomorphisme de groupes
gX : Z1(X )→
∏
v∈M(Q)
A0(Xv)log
en assoiant à l'élément Z = d(b) + σ(D) de Z1(X ) la olletion des
gX (Z)v =
∑
ξ∈S0(Xv)
b(ξ)gXξ + g
X
D,v,
v ∈ M(Q)− {∞}.
Cet homomorphisme est trivialement injetif.
Suivant [11℄, Ẑ1(X ) désigne le sous-groupe de Z1(X )×W1(X∞)log onstitué par les ouples
(Z, g∞) tels que div(g∞) = p
∗
∞(ZQ). Son quotient par le sous-groupe image de l'homomor-
phisme
Γ(X ,M×X )→ Ẑ
1(X ), f 7→ (div(f),− log |f∞|),
noté ĈH
1
(X ), est le groupe de Chow arithmétique. Il est muni d'une forme bilinéaire symé-
trique, l'aouplement d'intersetion d'Arakelov, dérite au paragraphe 5.3 de l'artile préé-
demment ité.
Proposition 4.3.1.  L'appliation
Ẑ1(X ) → D1(X) =
∏
v∈M(Q)
D1(Xv)
(Z, g∞) 7→
(
g∞; g
X (Z)
)
est un isomorphisme sur un sous-groupe de Ẑ1(X;W1). Elle induit un homomorphisme
γX : ĈH
1
(X )→ ĈH
1
(X;W1)
tel que l'aouplement d'intersetion d'Arakelov de deux lasses x, y ∈ ĈH
1
(X ) soit le produit
γX (x).γX (y).
Démonstration. L'appartenane de (g∞; g
X (Z)) au sous-groupe Ẑ1(X;W1) est évidente
pour tout (Z, g∞) ∈ Ẑ
1(X ).
L'appliation onsidérée étant injetive, 'est un isomorphisme de Ẑ1(X ) sur un sous-groupe
de Ẑ1(X;W1).
Soient f ∈ Γ(X ,M×X ) et v une plae non arhimédienne de Q. L'élément b de⊕
v 6=∞
Hom(S0(Xv),Z)
tel que
div(f) = d(b) + σ(div(fQ))
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étant déni par b(ξ) = ordrv(ξ)(f),
b(ξ)gXξ (ξ) = −
b(ξ)
e(ξ)
log |pv| = − log |pr
∗
vfQ|(ξ)
pour tout ξ ∈ S0(Xv).
La fontion
− log |pr∗vf | − g
X
div(fQ),v
est lisse (formule de Poinaré-Lelong) et harmonique sur Xv − S0(Xv). Le alul préédent
montre qu'elle oïnide ave la fontion
∑
ξ∈S0(Xv)
b(ξ)gXξ sur S0(Xv) et il reste à appliquer le
prinipe du maximum pour en déduire l'identité
− log |pr∗vf | = g
X (div(f))v.
L'homomorphisme
Ẑ1(X )→ Ẑ1(X;W1)
envoie ainsi le sous-groupe {(div(f),− log |f∞|) ; f ∈ Γ(X ,M
×
X )} dans P̂r(X) et induit par
onséquent un homomorphisme
γX : ĈH
1
(X )→ ĈH
1
(X;W1).
Comme expliqué dans [11℄, on peut se ontenter de dénir le produit d'intersetion sur
ĈH
1
(X ,W1) lorsque X est un shéma régulier.
Soient alors (Z, g∞) et (Z
′, g′∞) deux diviseurs d'Arakelov dans Ẑ
1(X ) tels que les yles Z
et Z ′ aient des supports génériquement disjoints. Vu la formule
(Z, g∞).(Z
′, g∞) = deg(Z.Z
′) +
∫
X∞
g∞ ⋆ g
′
∞,
l'égalité
(Z, g∞).(Z
′, g′∞) = γX ([Z, g∞]).γX ([Z
′, g′∞])
déoule du lemme 4.2.5 et du lemme suivant. 2
Lemme 4.3.2.  Supposons le shéma X régulier et soit Z ∈ Z1(X ) ; le faiseau inversible
OX (Z) dénit une métrique lisse sur le faiseau OX(ZQ) et, pour toute plae non arhimé-
dienne de Q,
gX (Z)v = − log ||1ZQ ||v.
Démonstration. Il sut, par linéarité, de traiter deux as : Z = σ(x), x étant un point
fermé de X, et Z = [rv(ξ)], ξ ∈ S0(X ).
Étant donné un point fermé x ∈ X d'adhérene Z dans X , il existe un voisinage ouvert U
de rv(x) dans X sur lequel Z est prinipal ; posons Uv = U ∩Xs(v). Une équation f de Z dans
U détermine une fontion holomorphe fv ∈ Γ(r
−1
v (Uv),OXv ) telle que − log |fv|v s'annule sur
r−1(Uv)− r
−1
v (rv(x)) (ar f est inversible sur Uv − {rv(x)}) et vérie l'équation
ddc(− log |fv|v) = −δpr∗v[x]
dans r−1v (Uv)− S0(Xv |Uv). On en déduit l'identité entre − log ||1[x]|||r−1v (Uv) = − log |fv|v et la
restrition de gX[x],v au domaine k-analytique r
−1
v (Uv). Puisque
− log ||1ZQ ||v = g
X
[x],v = 0
sur Xv − r
−1
v (rv(x)), l'égalité
gX[x],v = − log ||1ZQ ||v
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est démontrée. 2
4.3.2. Métriques adéliques.
Soit L un faiseau inversible sur X. Suivant Zhang [33℄, une métrique adélique sur L est
la donnée, pour toute plae v de Q, d'une métrique v-adique ||.||v sur la restrition de Lv
à (Xv)0 = X(Qv)/Gal(Qv/Qv), de telle sorte que la famille (||.||v) satisfasse aux onditions
suivantes :
 pour toute plae v, la métrique ||.||v est ontinue et bornée ;
 il existe un ouvert non vide U ⊂ Spec(Z), une ourbe propre X sur U de bre générique
X et un faiseau inversible L prolongeant L sur X tels que, pour toute plae v de Q
orrespondant à un point fermé de U , la métrique ||.||v oïnide ave la (restrition de
la) métrique ||.||Lv .
Toute métrique ontinue sur L est uniquement déterminée par la métrique adélique qu'elle
induit via les appliations de restrition Xv → (Xv)0. Vu la densité des métriques lisses dans
l'espae des métriques ontinues, une ondition néessaire et susante pour qu'une métrique
adélique sur L soit la restrition d'une métrique ontinue est qu'elle soit une limite uniforme de
métriques adéliques lisses. Ce dernier résultat est démontré en toute dimension par W.Gubler
([17℄, Theorem 7.12) qui établit plus préisément la densité de l'espae des fontions lisses
dans elui des fontions ontinues pour tout espae analytique (quasi-ompat) sur un orps
non arhimédien non trivial.
Théorème 4.3.3.  Les métriques adéliques semi-positives (resp. intégrables) au sens de
[33℄ sont exatement les (restritions des) métriques ontinues dont le ourant de ourbure
est une mesure positive (resp. une mesure).
Démonstration. Les métriques adéliques intégrables étant, par dénition, les quotients de
métriques adéliques semi-positives, il sut d'établir la aratérisation des métriques adéliques
semi-positives puis d'utiliser le fait que toute mesure de Radon sur un espae topologique
loalement ompat et la diérene de deux mesures de Radon positives.
Les métriques semi-positives algébriques sur un faiseau inversible L au sens de [33℄ sont
les métriques dénies par prolongement semi-positifs des puissanes de L sur les modèles
entiers de X, équipés à la plae arhimédienne de métriques hermitiennes C∞ dont la forme
de ourbure est semi-positive. Par appliation du lemme 4.2.5, es métriques sont exatement
les restritions des métriques lisses dont le ourant de ourbure est semi-positif. Puisque
les métriques adéliques semi-positives sont par dénition les limites uniformes de métriques
algébriques semi-positives, il en déoule que e sont des restritions de métriques ontinues à
ourant de ourbure positif.
Établissons maintenant l'assertion réiproque. Toute métrique ontinue dont le ourant
de ourbure est positif est sous-harmonique. Une telle métrique est l'enveloppe supérieure
uniforme d'une famille de métriques sous-harmoniques et lisses : dans le as d'une plae non
arhimédienne, on vérie exatement omme dans la démonstration de la proposition 3.5.6
que, lorsque la métrique est ontinue, la onvergene est uniforme dans la preuve du théorème
3.4.19 ; dans le as de la plae arhimédienne, on utilise le résultat mentionné à remarque
4.2.15. La restrition d'une telle métrique, étant la limite d'une suite de métriques algébriques
semi-positives, est don bien une métrique adélique semi-positive. 2
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4.3.3. Théorème de Hilbert-Samuel arithmétique.
Étant donnés une ourbe propre et lisse X sur Q, un faiseau inversible L muni d'une
métrique loalement bornée ||.|| et un entier naturel N , posons :
Bv(L,N) = {s ∈ H
0(Xv , L
⊗N
v ) ; supXv ||s||v ≤ 1}
pour toute plae v de Q et
B(L,N) =
∏
v∈M(Q)
Bv(L,N) ⊂
∏
v∈M(Q)
H0(Xv , L
⊗N
v ) =
∏
v∈M(Q)
H0(X,L⊗N )⊗Q Qv.
Soit A l'anneau des adèles de Q ; H0(X,L⊗N ) ⊗Q A est un groupe topologique loalement
ompat (ommutatif) dans lequel H0(X,L⊗N ) est un sous-groupe disret, le quotient
H0(X,L⊗N )⊗Q A/H
0(X,L⊗N )
étant ompat.
Lemme 4.3.4.  Pour toute mesure de Haar λ sur H0(X,L⊗N ), le produit inni∏
v∈M(Q)
λv(Bv(L,N))
est onvergent et la mesure de B(L,N) est don bien dénie.
Démonstration. Toutes les mesures de Haar sur H0(X,L⊗N ) ⊗Q A étant proportionnelles,
il sut d'établir ette assertion pour une mesure de Haar partiulière ; on peut également
supposer N = 1.
Considérons un ouvert dense U de Spec(Z), une ourbe X/U de bre générique X et un
faiseau inversible L sur X prolongeant L ; quitte à restreindre U , on peut supposer que X
est un shéma normal et que la métrique ||.||v sur Lv est dénie par Lv pour toute plae
v ∈ M(Q) assoiée à un point de U . Nous dénissons une mesure de Haar λ sur H0(X,L) en
prenant pour mesure λv
 la mesure de Haar sur H0(Xv, Lv) qui donne la masse 1 à H
0(Xv,Lv) si v orrespond à
un point de U ;
 une mesure de Haar quelonque sur H0(Xv, Lv) sinon.
La normalité du shéma X implique l'identité
H0(Xv,Lv) = Bv(L, 1)
pour toute plae v orrespondant à un point (fermé) de U ; on a don
λv(Bv(L, 1)) = 1
pour presque toute plae v de Q, e qui établit la onvergene du produit des λv(Bv(L, 1)
(noter que tous es nombres réels sont stritement positifs). 2
Le nombre réel
χ(L,N) = log
λ(B(L,N))
λ(H0(X,L⊗N )⊗Q A/H0(X,L⊗N ))
ne dépend pas du hoix de la mesure de Haar λ sur H0(X,L⊗N )⊗Q A.
La omparaison entre métriques ontinues et métriques adéliques au sens de Zhang permet
de reformuler le théorème 1.7 de l'artile [33℄ sous la forme suivante (en dimension 1).
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Théorème 4.3.5.  Pour tout faiseau inversible métrisé L = (L, ||.||) tel que L soit
ample, la métrique ||.|| soit ontinue et le ourant de ourbure c1(L) soit positif,
χ(L,N) = ĉ1(L)
2N
2
2
+ o(N2)
lorsque N tend vers +∞.
Ce théorème se déduit, par passage à la limite, du théorème de Hilbert-Samuel arithmé-
tique pour les métriques lisses à forme de ourbure dénie positive, lui-même onséquene du
théorème de Riemann-Roh arithmétique de Gillet-Soulé.
Le théorème préédent admet une généralisation partielle permettant de lever l'hypothèse
de positivité sur le ourant de ourbure ĉ1(L).
Théorème 4.3.6.  Pour tout faiseau inversible métrisé L = (L, ||.||) tel que L soit
ample et la métrique ||.|| soit ontinue et W 1-régulière,
lim inf
N
2
N2
χ(L,N) ≥ ĉ1(L)
2.
Démonstration. Lorsque les omposantes non arhimédiennes de la métrique sont lisses, e
théorème est démontré par Autissier ([2℄, proposition 3.3.3) à partir du théorème de Riemann-
Roh arithmétique de Faltings (en dimension 1). Le as général s'en déduit immédiatement
par appliation de la proposition 3.5.6 : elle-i implique en eet immédiatement que tout
faiseau inversible L muni d'une métrique ontinue et W1-régulière est la limite uniforme et
au sens W1 d'une famille de faiseaux inversibles métrisés (Lλ)λ telle que l'inégalité
lim inf
N
2
N2
χ(Lλ, N) ≥ ĉ1(Lλ)
2
soit vériée. La onvergene uniforme implique la onvergene du membre de gauhe vers
lim inf
N
2
N2
χ(L,N)
tandis que la onvergene au sens W1 implique elle du membre de droite vers
ĉ1(L)
2
en vertu du lemme 4.2.11. 2
Le résultat préédent permet, via le théorème de Minkowski, d'exhiber des setions glo-
bales de puissanes de L de norme majorée en fontion de ĉ1(L)
2
. Préisément, il implique
l'existene, pour tout ε > 0, d'un entier naturel N > 0 et d'une setion globale non nulle sε
de L⊗N telle que, pour tout point fermé x ∈ X − |div(sε)|,∫
X
log ||sε|| δ[x] =
∑
v∈M(Q)
∫
Xv
log ||sε||v δpr∗v[x] ≤ N [κ(x) : Q]
(
−
ĉ1(L)
2
2degLX
+ ε
)
.
On en déduit qu'il existe un ouvert dense Uε ⊂ X tel que
1
[κ(x) : Q]
hL(x) ≥
ĉ1(L)
2
2degLX
− ε
pour tout point fermé x ∈ Uε.
Cette inégalité intervient dans l'étude de problèmes d'équidistribution, pour laquelle nous
renvoyons aux artiles [2℄ et [12℄ ; on trouvera en partiulier dans e dernier la preuve du
théorème suivant. Rappelons qu'une suite (xn) de points fermés de X est dite générique si
tout fermé de X de dimension 0 ne ontient qu'au plus un nombre ni de termes de la suite.
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Théorème 4.3.7.  Soit L un faiseau inversible ample sur X muni d'une métrique onti-
nue et W1-régulière ||.||. Étant donnée une suite générique (xn) de points fermés de X telle
que la suite (
1
[κ(xn) : Q]
hL(xn)
)
onverge vers
ĉ1(L)
2
2degL(X)
,
la suite de mesures de probabilité
(
1
[κ(xn):Q]
δpr∗v([xn])
)
onverge faiblement vers la mesure de
probabilité
c1(L)v
degL(X)
sur Xv, pour toute plae v de Q.
Suivant une idée de P. Autissier, A. Chambert-Loir montre dans [12℄ omment obtenir
des minorations de hauteurs dans des situations où le théorème préédent est en défaut. Le
théorème suivant fournit un résultat général dans ette optique et redémontre le théorème
4.3.7.
Étant donnée une plae v de Q, rappelons tout d'abord qu'une mesure µ sur Xv est dite
d'énergie nie si elle appartient au sous-espae A1(Xv) + dd
cW1(Xv) de D
1(Xv) (voir la
setion 3.5). Les mesures d'énergie nie forment un espae vetoriel réel E(Xv) et l'on note
E(Xv)0 le sous-espae des mesures de masse nulle. Le hoix d'une struture hilbertienne sur
W1(Xv) munit E(Xv) d'un produit salaire dont la forme quadratique assoiée est une énergie
sur et espae ; tous es produits salaires oïnident toutefois sur E(Xv)0 ave la forme de
Dirihlet 〈., .〉D, laquelle s'exprime sur le sous-espae dd
cA0(Xv) de E(Xv)0 par la formule :
〈ddcϕ,ddcψ〉D = −
∫
Xv
ϕ ddcψ = 〈ϕ,ψ〉D .
On note E(µ) = 〈µ, µ〉D l'énergie d'une mesure µ ∈ E(Xv)0 et on onvient de poser E(µ) =
+∞ si la mesure µ n'est pas d'énergie nie.
Théorème 4.3.8.  Soit L un faiseau inversible ample sur X, muni d'une métrique
ontinue et W1-régulière ||.||. Étant donnée une suite générique (xn) de points fermés de
X telle que la suite de mesures de probabilité
(
1
[κ(xn):Q]
δpr∗v([xn])
)
onverge faiblement vers une
mesure probabilité µ sur Xv,
lim inf
n
1
[κ(xn) : Q]
hL(xn) ≥
ĉ1(L)
2
2degL(X)
+
1
2
degL(X)E
(
µ−
c1(L)v
degL(X)
)
.
Démonstration. Soient ϕ une fontion lisse sur Xv et L(ϕ) le faiseau inversible L muni de
la métrique ||.||e−ϕ (ontinue et W1-régulière). La suite (xn) étant générique,
lim inf
n
1
[κ(xn) : Q]
hL(ϕ)(xn) ≥
ĉ1(L(ϕ)
2)
2degL(X)
en vertu de la disussion suivant le théorème 4.3.6. On a d'autre part
ĉ1(L(ϕ))
2
2degL(X)
=
ĉ1(L)
2
2degL(X)
+
1
2degL(X)
(
2
∫
Xv
ϕ c1(L)v +
∫
Xv
ϕ ddcϕ
)
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et
1
[κ(xn) : Q]
hL(ϕ)(xn) =
1
[κ(xn) : Q]
hL(xn) +
∫
Xv
ϕ
δpr∗v[xn]
[κ(xn) : Q]
;
l'inégalité initiale s'érit don également sous la forme
lim inf
n
1
[κ(xn) : Q]
hL(xn)
≥
ĉ1(L)
2
2degL(X)
+
1
2degL(X)
(
2
∫
Xv
ϕ (c1(L)v − degL(X)µ)− 〈ϕ,ϕ〉D
)
.
La onlusion déoule maintenant de la proposition 3.5.9, énonée pour une plae non
arhimédienne mais valable telle quelle pour la plae arhimédienne. 2
La mesure de probabilité (degL(X))
−1c1(L)v étant d'énergie nie (en toute plae v de Q)
en vertu de la W1-régularité de la métrique sur L, une mesure de probabilité µ sur Xv est
d'énergie nie si et seulement si tel est le as pour la mesure de masse nulle
µ−
c1(L)v
degL(X)
.
Corollaire 4.3.9.  Soient L un faiseau inversible ample sur X muni d'une métrique
ontinue et W1-régulière et (xn) une suite générique de points fermés de X ; si
sup
n
1
[κ(xn) : Q]
hL(xn) < +∞,
toutes les valeurs d'adhérene de la suite de mesures de probabilité(
1
[κ(xn) : Q]
δpr∗v[xn]
)
sur Xv, v ∈ M(Q), sont des mesures d'énergie nie.
4.3.4. Capaités arithmétiques.
Nous onsidérons maintenant le as de métriques sous-harmoniques et levons l'hypothèse
de ontinuité dans le théorème 4.3.5.
Proposition 4.3.10.  Pour tout faiseau inversible métrisé L = (L, ||.||) tel que L soit
ample et la métrique ||.|| soit sous-harmonique et W1-régulière,
lim sup
N
2
N2
χ(L,N) ≤ ĉ1(L)
2.
Démonstration. Le théorème 4.2.13 fournit une famille roissante (||.||α)α∈A de métriques
sous-harmoniques ontinues qui onverge, pontuellement et au sens W1, vers ||.||. Posant
Lα = (L, ||.||α),
χ(L,N) =
λ(B(L,N))
λ(H0(X,L⊗N )⊗Q A/H0(X,L⊗N ))
≤
λ(B(Lα, N))
λ(H0(X,L⊗N )⊗Q A/H0(X,L⊗N ))
= χ(Lα, N)
pour tout entier naturel N et tout α ∈ A, don
lim sup
N
2
N2
χ(L,N) ≤ lim sup
N
2
N2
χ(Lα, N) = ĉ1(Lα)
2
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pour tout α ∈ A par appliation du théorème 4.4.1. La onlusion s'obtient en invoquant la
onvergene des ĉ1(Lα)
2
vers ĉ1(L)
2
(lemme 4.2.11). 2
Un ompat adélique dans une ourbe algébrique X propre et lisse sur Q est la donnée
d'une famille E = (Ev)v∈M(Q) de ompats non vides Ev ⊂ Xv qui satisfait à la ondition
suivante :
il existe un ouvert non vide U de Spec(Z) et une ourbe propre X sur U de bre générique
X tels que, pour toute plae v de Q orrespondant à un point fermé de U , ∂Ev ⊂ S0(Xv).
Un ompat adélique est dit non polaire si, pour toute plae v ∈ M(Q), le ompat Ev de
Xv est non polaire.
Pour tout ompat adélique non polaire E dans X et tout diviseur eetif et ample D sur X
disjoint de E, la métrique apaitaire sur le faiseau inversible OX(D) est la métrique (||.||E)
telle que, pour toute plae v de Q, la fontion − log ||1D||E,v soit le potentiel d'équilibre de
pr∗vD dans Ωv = Xv − Ev  'est-à-dire la fontion sous-harmonique sur Ωv, quasi-nulle sur
Ev, harmonique sur Ωv − |pr
∗
vD| et telle que, pour toute équation f de pr
∗
vD sur un voisinage
V de |pr∗vD| dans Ωv, − log ||1D||E,v + log |f |v se prolonge en une fontion harmonique sur V .
Cette métrique est sous-harmonique et bornée ; les hypothèses sur le ompat adélique E
garantissent qu'elle est W1-régulière.
Les métriques apaitaires sont naturellement majorées par des métriques sous-harmoniques
ontinues obtenues en agrandissant le ompat E. Cei permet d'obtenir l'inégalité réiproque
dans la proposition 4.3.10. L'énoné suivant généralise le théorème prinipal de l'artile [27℄.
Théorème 4.3.11.  Soient X une ourbe algébrique propre et lisse sur Q, D un diviseur
eetif et ample sur X et E un ompat adélique non polaire dans X, disjoint de D. Le faiseau
inversible OX(D) étant muni de la métrique apaitaire ||.||E ,
χ
(
(OX (D), ||.||E), N
)
= ĉ1(OX(D), ||.||E)
2N
2
2
+ o(N2).
Démonstration. Vu la proposition 4.3.10, il sut de prouver l'inégalité
lim inf
N
2
N2
χ
(
(OX(D)), ||.||E), N
)
≥ ĉ1(OX(D), ||.||E)
2.
Le ompat adélique est l'intersetion d'une suite déroissante (En) de ompats adéliques
(disjoints de D) tels que la métrique sous-harmonique ||.||En soit ontinue : 'est en eet le
as pour haque plae v de Q, le ompat Ev étant l'intersetion d'une suite déroissante de
domaines Qv-analytiques ompats, et il n'y a qu'un ensemble ni de plaes v ∈ M(Q) telles
que ||.||E,v ne soit pas ontinue.
Considérons une telle suite (En). Pour toute plae v ∈ M(Q), la fontion − log ||1D||En,v
s'annule identiquement sur En,v, don sur Ev ; il déoule don du prinipe du maximum que
la fontion − log ||1D||Ev + log ||1D||En,v est positive et la métrique ||.||En majore ainsi la
métrique ||.||E . On en déduit l'inégalité
χ
(
(OX(D), ||.||En), N)
)
≤ χ
(
(OX(D), ||.||E), N
)
pour tout entier naturel N , puis
lim inf
N
2
N2
χ
(
(OX(D), ||.||En), N)
)
≤ lim inf
N
2
N2
χ
(
(OX(D), ||.||E), N
)
et, appliquant le théorème 4.3.5,
ĉ1(OX(D), ||.||En)
2 ≤ lim inf
N
2
N2
χ((OX(D), ||.||E), N)
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La onlusion s'obtient en utilisant la onvergene de la suite
(
ĉ1(OX(D), ||.||En)
2
)
vers
ĉ1(OX(D), ||.||E)
2
, laquelle fait l'objet du lemme suivant. 2
Lemme 4.3.12.  Les notations étant elles de la démonstration qui préède, la suite(
ĉ1(OX(D), ||.||En )
2
)
onverge vers ĉ1(OX(D), ||.||E)
2
.
Démonstration. La fontion − log ||1D||E est la régularisée semi-ontinue supérieurement
de l'enveloppe supérieure g de la suite roissante (− log ||1D||En) et, pour toute plae v de Q,
l'ensemble {gv < − log ||1D||E,v} est une partie polaire de Xv ontenue dans Ev ( théorème
3.6.15 pour v non arhimédienne, théorème 3.1 de [11℄ pour v = ∞). C'est l'ensemble vide
pour presque toute plae v vu la dénition des ompats adéliques.
Étant donnée une fontion méromorphe régulière f sur X telle que le support du diviseur
de la setion méromorphe f1D de OX(D) soit disjoint de |D|,
ĉ1(OX(D), ||.||En)
2 =
∫
X
(− log ||f1D||En) ⋆ (− log ||1D||En)
=
∫
X
(− log ||f1D||En) δD +
∫
X
(− log ||1D||En) c1(OX(D), ||.||En )
=
∫
X
(− log ||f1D||En) δD
pour tout n ar − log ||1D||En s'annule identiquement sur En. D'un autre té, la mesure
c1(OX(D), ||.||E) est d'énergie nie en vertu de la non polarité de E ; elle ne harge par
onséquent auune partie polaire de E (théorème 3.5.11) pour une plae non arhimédienne,
théorème A.3.1 de l'artile [11℄ pour la plae arhimédienne). Il en déoule les égalités
ĉ1(OX(D), ||.||E)
2 =
∫
X
(− log ||f1D||E) ⋆ (− log ||1D||E)
=
∫
X
(− log ||f1D||E) δD +
∫
X
(− log ||1D||E) c1(OX(D), ||.||E)
=
∫
X
(− log ||f1D||E) δD
ar la fontion − log ||1D||E est nulle, sur E, en dehors d'une partie polaire.
La onlusion est maintenant évidente : puisque − log ||1D||E est la limite pontuelle des
− log ||1D||En au voisinage du support de D, la suite des
ĉ1(OX(D), ||.||En )
2 =
∫
X
(− log ||f1D||En) δD
onverge vers
ĉ1(OX(D), ||.||E)
2 =
∫
X
(− log ||1D||E) δD.
2
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5. Annexe : Comparaison ave d'autres approhes
5.1. Comparaison ave l'approhe de R. Rumely
Le livre [26℄ présente une théorie du potentiel sur les ourbes analytiques non arhimé-
diennes, développée selon les lignes suivantes (voir [27℄ pour un résumé).
Soit k un orps algébriquement los et omplet pour une valeur absolue non arhimédienne
non triviale et onsidérons une ourbe algébrique X, onnexe, propre et lisse sur k. L'ensemble
X1 = X(k) des points de X à valeur dans k est muni d'une topologie naturelle ranant la
topologie de Zariski : un système fondamental de voisinages d'un point x ∈ X1 est formé des
parties de la forme U1∩B, où U est un voisinage ane de x dans X, vu omme un sous-shéma
fermé d'un espae ane Ank , et B est une boule entrée en x dans l'espae (ultra)métrique
(An(k), d), d étant la distane dénie par
d(p, q) = max
1≤i≤n
|Ti(p)− Ti(q)|.
Soit Xa l'espae stritement k-analytique assoié à la ourbe algébrique X (au sens de
Berkovih) ; X1 est l'ensemble des points de type (1) de X
a
 noté P(X) dans les pages qui
préèdent  et la topologie dont on vient de le munir est elle induite par la topologie de Xa ;
en partiulier, les parties ompates E de X1 sont les parties ompates de X
a
ontenues dans
X1.
Soient ζ un point dans X1 et t un élément non nul de
(
Ω1X
)∨
[ζ].
Une lemnisate polynomiale relative à ζ (abrégée en  domaine PLζ ) est une partie de X1
de la forme {|f | ≤ 1}, f : X → P1k étant une fontion méromorphe telle que f
−1({∞}) = {ζ}.
La fontion de Green d'un domaine PLζ V = {|f | ≤ 1} est dénie par :
G(., ζ;V ) =
{ 1
deg(f) log[f | sur X1 − V
0 sur V
et ne dépend pas du hoix de f .
Le sous-ensemble V de Xa est un domaine stritement k-anoïde et la fontion G(., ζ;V )
est la restrition à X1 du potentiel d'équilibre gζ,V de ζ dans X
a − V (3.6.15).
La apaité γζ,t(V ) d'un domaine PLζ est le nombre réel stritement positif déni par la
formule
G(., ζ;V ) + log |z| = − log γζ,t(V ) + o(1)
où z est un paramètre loal en ζ normalisé de telle sorte que |〈dz, t〉| = 1.
Reprenant les notations de 3.6.2,
γζ,t(V ) = ||t||
c
V .
Étant donné un sous-ensemble quelonque E ⊂ X1 − {ζ}, on dénit alors :
 la apaité extérieure de E et sa fontion de Green (relative à ζ) par les formules
γζ,t(E) = inf
V
γζ,t(V ),
G(., ζ;E) = sup
V
G(., ζ;V ),
V parourant l'ensemble des domaines PLζ ontenant E ;
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 la apaité intérieure de E
γ
ζ,t
(E) = sup
K
γζ,t(K),
K parourant les domaines PLζ ontenus dans E.
Une partie E de X1 − {ζ} est algébriquement apaitable (relativement à ζ) si
γζ,t(E) = γζ,t(E).
Une observation s'impose à e stade. Les domaines PLζ sont la trae sur X1 de domaines
stritement k-anoïdes de Xa. S'il est lair que tous les domaines stritement k-anoïdes
V ⊂ Xa ne sont pas de la forme {|f | ≤ 1}, f étant une fontion méromorphe régulière sur X
dont les ples sont onentrés en ζ, eux-i ne onstituent même pas en général un système
fondamental de voisinages des points de X1.
Par exemple : étant donnée une ourbe elliptique E/S et un point x˜ ∈ Es(k˜), l'ouvert r
−1(x˜)
de Eη ne ontient auun domaine PLe  e étant l'élément neutre du groupe E(k)  si x˜ n'est pas
un élément de torsion dans le groupe E(k˜) ('est une obstrution analogue à elle renontrée
au paragraphe 2.3.4).
Toutefois, en se restreignant à un orps k qui est la omplétion d'une lture algébrique d'un
orps non arhimédien loalement ompat (en lair, la omplétion d'une lture algébrique
de Qp ou Fp((T ))), on peut montrer le résultat suivant (par exemple à partir du  Jaobian
onstrution priniple  de [26℄).
Lemme 5.1.1.  Soit Y un domaine stritement k-anoïde dans ⊂ Xa − {ζ} et soit Ω la
omposante onnexe de ζ dans Xa − Y ; il existe une fontion méromorphe régulière f sur X
telle que
Xa − Ω = {|f | ≤ 1}.
On en déduit aisément les faits suivants :
 les domaines PLζ forment un système fondamental de voisinages de haque point de X1 ;
 X1 − {ζ} est la réunion d'une famille (suite) roissante de domaines PLζ .
Nous supposons maintenant que le orps k est la omplétion de la lture algébrique d'un
orps non arhimédien loalement ompat.
Rappelons que nous avons introduit une apaité (au sens de Choquet)
Capζ,t : P(X
a − {ζ})→ R≥0 ∪ {+∞}
à la n du paragraphe 3.6.2 (théorème 3.6.20), où P(Xa−{ζ}) désigne l'ensemble des parties
de Xa − {ζ}. La apaité intérieure Capiζ,t assoiée à Capζ,t est dénie par la formule :
Capiζ,t(E) = sup {Capζ,t(K) ; K ⊂ E, K ompat }.
Théorème 5.1.2. 
(i) Soient Y ⊂ Xa − {ζ} un domaine stritement k-anoïde et Ω la omposante onnexe
de ζ dans Xa−{ζ} ; Y ′ = Xa−Ω est un domaine stritement k-anoïde, V = X1 ∩ (X−Ω)
est un domaine PLζ et
Capζ,t(Y ) = Capζ,t(Y
′) = γζ,t(V ).
(ii) Quel que soit le sous-ensemble E ⊂ X1 − {ζ},
γ
ζ,t
(E) = Capiζ,t(E).
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(iii) Quel que soit le sous-ensemble E de X1 − {ζ},
γζ,t(E) = Capζ,t(E),
où E est l'adhérene de E dans Xa − {ζ}.
En partiulier, une partie E de X1 − {ζ} est algébriquement apaitable si et seulement si
Capiζ,t(E) = Capζ,t(E).
Démonstration.
(i) Il sut de démontrer l'égalité
Capζ,t(Y ) = Capζ,t(Y
′).
L'inégalité
Capζ,t(Y ) ≤ Capζ,t(Y
′)
déoule trivialement de la roissane de Capζ,t puisque Y ⊂ Y
′
; on obtient l'inégalité réi-
proque en observant que les potentiels d'équilibre de ζ dans Xa−Y et Xa−Y ′ = Ω oïnident.
(ii) Soit K ⊂ X1 − {ζ} un ompat ; l'inégalité
γζ,t(K) ≥ Capζ,t(K)
déoule trivialement de la roissane de Capζ,t :
γζ,t(K) = inf
V
γζ,t(V ) = inf
V
Capζ,t(V ) ≥ Capζ,t(K).
Puisque K est un ompat de Xa, 'est l'intersetion d'une suite déroissante de domaines
stritement k-anoïdes Yn ⊂ X
a
et
Capζ,t(K) = infn
Capζ,t(Yn)
(proposition 3.6.5) ; notant Vn le domaine PLζ assoié à Vn au point (i), on a don
Capζ,t(K) = infn
γζ,t(Vn) ≥ γζ,t(K).
(iii) Soit E une partie de X1 − {ζ}. Si ζ appartient à E, les deux membres de l'égalité sont
égaux à +∞ ; on peut don supposer que E est un ompat de Xa − {ζ}.
Soit Y ⊂ X −{ζ} un domaine stritement k-anoïde tel que V = Y ∩X1 soit un domaine
PLζ ontenant E ; Y étant l'adhérene de V dans X
a
, E ⊂ Y ,
Capζ,t(E) ≤ Capζ,t(Y ) = γζ,t(V )
et don
Capζ,t(E) ≤ γζ,t(E).
L'inégalité réiproque déoule de e que la apaité du ompat E de X−{ζ} est la borne infé-
rieure des apaités Capζ,t(Y ), Y parourant l'ensemble des domaines stritement k-anoïdes
ontenant E ; étant donné un tel Y , le omplémentaire Y ′ de la omposante onnexe de ζ dans
Xa − Y est un domaine stritement k-anoïde de Xa tel que Y ′ ∩X1 soit un domaine PLζ
ontenant E et
Capζ,t(Y ) = Capζ,t(Y
′) = γζ,t(Y
′ ∩X1) ≥ γζ,t(E).
2
Remarque 5.1.3.  On peut reprendre ertains points du hapitre 4.3 de [26℄ à la lumière
du point (iii) du théorème préédent.
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 Le prinipe 4.3.5 traduit une propriété topologique des ourbes stritement k-
analytiques : quelle que soit la S-ourbe X , l'adhérene dans Xη d'une partie E
renontrant une innité d'ouverts r−1(x˜), x˜ parourant l'ensemble des points fermés de
Xs, ontient au moins un point de S0(X ). On a alors
Capζ,t(E) ≥ min
x∈S0(X )
Capζ,t({x}).
Le prinipe 4.3.6 exprime simplement que les ouverts r−1(x˜) sont les omposantes
onnexes de Xη − S0(X ).
 Le théorème 4.3.3, selon lequel les lemnisates rationnelles (= intersetions nies de
domaines PLζ , ζ variant dans X1) sont algébriquement apaitables, est un as partiulier
de la proposition 3.6.29 puisque e sont l'intersetion deX1 ave des domaines stritement
k-aoïdes de Xa. Le théorème 4.3.13, selon lequel les réunions et intersetions nies de
ompats de X1 et de lemnisates rationnelles (= intersetions nies de domaines PLζ , ζ
variant dans X1) sont algébriquement apaitables, s'en déduit immédiatement puisque
Capiζ,t(K ∪ (V ∩X1)) = Cap
i
ζ,t(K ∪ V ) = Capζ,t(K ∪ V ).
Étant donnés d'un point ζ ∈ X1 et d'un élément non nul t dans
(
Ω1X
)∨
[ζ], R. Rumely
introduit dans [26℄ une fontion symétrique et ontinue
[., .]ζ : X1 ×X1 → R≥0 ∪ {+∞},
appelée  distane anonique , qu'il utilise pour assoier un potentiel uν(., ζ) à toute mesure
positive ν supportée par un ompat E ⊂ X1 − {ζ} :
uν(x, ζ) =
∫
E
(
− log[x, y]ζ
)
dν(y)
(x ∈ X1 − {ζ}). On peut trouver plusieurs onstrutions et aratérisations axiomatiques de
ette fontion dans [26℄, entre autres elle-i ([26℄, Theorem 2.1.1).
Théorème 5.1.4.  La fontion [., .]ζ sur X1 ×X1 vérie les propriétés suivantes, qui la
aratérisent uniquement.
 Elle est ontinue.
 Quelle que soit la fontion méromorphe régulière f sur X, il existe un nombre réel C(f)
tel que
|f | = C(f)
∏
x∈X1−{ζ}
[., x]ordx fζ .
 Quels que soient le point x ∈ X1 − {ζ} et le paramètre loal z au voisinage de ζ tel que
〈dz(ζ), t〉 = 1,
[z, x]ζ = |z|
−1 + o(|z|−1)
au voisinage de ζ.
En vertu de la densité de X1 dans l'espae topologique |X
a|, il existe au plus une fontion
ontinue
gζ : |X
a| × |Xa| → R ∪ {±∞}
dont la restrition à X1 × X1 oïnide ave − log[., .]ζ ; expliquons brièvement omment le
dénir.
Étant donné un point x dans Xa, tout ourant T de degré 0 sur Xa, solution de l'équation
ddcT = δx − δζ ,
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admet un unique prolongement ontinu |Xa| → R∪ {±∞} et l'ensemble des es fontions est
un espae ane sous R ; on note gx la solution ontinue de ette équation telle que
gx = − log |z|+ o(1)
au voisinage de ζ, z étant une équation loale en ζ telle que 〈dz(ζ), t〉 = 1.
Théorème 5.1.5.  La fontion
g : |Xa| × |Xa| → R ∪ {±∞}, (x, y) 7→ gx(y)
est symétrique, ontinue et induit − log[., .]ζ sur X1 ×X1.
Démonstration. Observons tout d'abord que si les deux premières assertions sont aquises,
la dernière est une onséquene immédiate de la formule de Poinaré-Lelong (3.3.15).
Il y a plusieurs manières d'établir la symétrie et la ontinuité de g ; en voii une, prolongeant
les onsidérations du paragraphe 2.4 de [26℄. Soient X un modèle simplement semi-stable
de X (il en existe puisque k est algébriquement los), S(X ) son squelette et τ : Xa →
S(X ) l'appliation de rétration ; notons G la restrition de g au sous-espae fermé S × S
de |Xa| × |Xa| et observons qu'elle prend des valeurs nies puisque S est un sous-ensemble
de I(Xa). Nous désignerons par Ωx la omposante onnexe d'un point x dans X
a − S(X ) et
rappelons enn que haque omposante onnexe de l'ouvert Xa − S(X ) a un unique point
frontière, appartenant à S(X ) ; toutes sont isomorphes au disque ouvert D(0, 1).
Soit x un point dans S(X ). La fontion gx étant, par onstrution, harmonique sur X
a −
{ζ, x}, elle est onstante sur haque omposante onnexe de Xa − S(X ) disjointe de ζ ; la
fontion gx −G(x, τ(.) est par onséquent identiquement nulle sur le omplémentaire de Ω et
oïnide don ave le potentiel d'équilibre gζ,S(X ) de ζ dans X
a − S(X ) :
gx = G(x, τ(.)) + gζ,S(X ).
Considérons maintenant un point x ∈ Xa − ({ζ} ∪ S(X )) ; la fontion gτ(x) − gx, vériant
l'équation
ddc(gτ(x) − gx) = δτ(x) − δx,
diére du potentiel d'équilibre gx,S(X ) de x dans S(X ) d'une onstante. Étant donné la nor-
malisation de gx et gτ(x) au voisinage de ζ, gτ(x) − g(x) s'annule au point ζ ; on a don
gτ(x) − gx = gx,S(X ) − gx,S(X )(ζ).
Observons maintenant que, pour tous points x, y ∈ Xa − S(X ),
gx,S(X )(y) = gy,S(X )(x) ;
les deux termes sont égaux à +∞ si x = y et
gx,S(X )(y) =
∫
Xa
gx,S(X ) dd
cgy,S(X ) =
∫
Xa
gy,S(X ) dd
cgx,S(X ) = gy,S(X )(y)
si x 6= y. En partiulier,
gx,S(X )(ζ) = gζ,S(X )(x).
En onvenant de prolonger la dénition des potentiels d'équilibre en posant gx,S(X ) = 0 si
x ∈ S(X ), nous pouvons résumer l'analyse préédente en la formule :
g(x, y) = G(τ(x), τ(y)) + gζ,S(X )(ζ) + gζ,S(X )(y)− gS(X )(x, y),
où l'on a posé
gS(X )(x, y) = gx,S(X )(y) = gy,S(X )(x).
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La fontion symétrique gS(X ) : |X
a| × |Xa| → R ∪ {+∞} est ontinue : en eet, elle
s'annule identiquement sur S(X )× |Xa| ∪ |Xa| ×S(X ) et haque omposante onnexe Ω×Ω′
de |Xa−S(X )|× : |Xa−S(X )| si Ω et Ω′ sont des omposantes distintes de |Xa| −S(X ) ; il
reste à vérier qu'elle est ontinue sur Ω×Ω, e qui est immédiat : étant donné un isomorphisme
j : Ω
∼
−→ D(0, 1), la restrition de gS(X ) à Ω× Ω est la fontion (j × j)
∗(− log |T1 − T2|).
Étant donnés deux points x, y ∈ S(X ), la fontion gx − gy est harmonique sur X
a − {x, y}
et don onstante sur haque omposante onnexe de Xa−S(X ) ; on a don (gx−gy)(τ(ζ)) =
(gx − gy)(ζ) = 0 en vertu de la normalisation au voisinage de ζ, soit enore
G(x, τ(ζ)) = G(y, τ(ζ)).
Nous venons de réduire le théorème au lemme suivant, e qui en ahève la démonstration.
2
Lemme 5.1.6.  Quels que soient le polyèdre entier onnexe S, le point ζ ∈ S et le nombre
réel C, la fontion G sur S × S telle que, pour tout point x ∈ S(X ),{
ddcG(x, .) = δx − δζ
G(x, ζ) = C,
est symétrique et ontinue.
Démonstration. C'est bien onnu ; voir par exemple [13℄ ou [32℄ (Theorem a.7 et (3.1)). 2
La formulation de la géométrie d'Arakelov des ourbes développée au hapitre 4 s'inspire des
idées introduites par R. Rumely dans [28℄, artile dans lequel se trouve déjà une présentation
uniant la théorie d'Arakelov lassique et la théorie des apaités arithmétiques. Les fontions
de Green lisses y sont dénies à partir des graphes de rédution de modèles entiers  bien
ajustés , graphes métrisés essentiellement équivalents aux squelettes des ourbes simplement
semi-stables.
Rappelons tout d'abord brièvement e que sont les modèles bien ajustés et les graphes de
rédution de [28℄. Soient X une ourbe algébrique propre et lisse sur Qp et K une extension
nie de Qp, d'anneau des entiers OK ; un modèle entier X/OK de X⊗QpK est dit bien ajusté
s'il satisfait aux onditions suivantes :
(i) X est un shéma régulier ;
(ii) la ourbe X/OK est simplement semi-stable ;
(iii) les omposantes irrédutibles de la bre spéiale Xs sont géométriquement onnexes et
ses points singuliers sont rationnels ;
(iv) deux omposantes irrédutibles distintes de Xs ont au plus un point d'intersetion.
Il existe toujours une extension nie K de Qp sur laquelle X admet un modèle entier bien
ajusté. Si, d'autre part, X/OK est un modèle bien ajusté de X ⊗Qp K et L est une extension
nie de K, d'indie de ramiation e(L/K), on obtient un modèle bien ajusté de X ⊗Qp L
par l'élatement d'un Idéal onvenable sur X ⊗OK OL, ayant pour eet de remplaer haque
point singulier par une haîne de e− 1 opies de P1
eL
.
Étant donnés une extension nie K de Qp et un modèle bien ajusté X/OK de X ⊗QpK, le
graphe de rédution R(X ) est le graphe dual de la bre spéiale Xs, linéairement métrisé de
telle sorte que haque arête soit de longueur 1/e(K/Qp).
Considérant toujours un modèle bien ajusté X/OK , le squelette S(X ) de la Spf(OK)-
ourbe simplement semi-stable obtenue en omplétant X le long de sa bre spéiale a le
même polyèdre sous-jaent que R(X ). La struture entière naturelle sur S(X ) détermine de
manière évidente une autre struture métrique linéaire, aratérisée omme suit : une arête,
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orrespondant à un point singulier x˜, a pour groupe strutural
(R⊕ Zt1 ⊕ t2)/Z(t1 + t2 + log |a|),
où a est un élément de OK tel que la bre spéiale Xs admette une équation de la forme
x1x2 − a = 0 au voisinage de x˜, x1, x2 étant des paramètres loaux en e point ; la régularité
de X implique que a soit un générateur de l'idéal maximal de OK et ette arête est de longueur
− log |a| =
1
e(K/Qp)
log p.
Lorsqu'on est onvenu d'orienter les graphes métrisés R(X ) et S(X ) de telle sorte qu'en
haque point les arêtes soient  sortantes , on dispose de laplaiens ∆R et ∆S, dénis sur
l'espae des fontions réelles ontinues et anes par moreaux A0(S(X )) et à valeurs dans
l'espae de mesures A1(S(X )). La première égalité de la formule
ddc = ∆S = (log p)
−1∆R,
où ddc est l'opérateur déni au hapitre 1, relativement au poids trivial sur S(X ), déoule
immédiatement des dénitions et de la rationnalité des points singuliers de X (ondition (iii)) ;
la seonde est évidente.
Une fontion réelle ϕ sur Xan est lisse au sens du hapitre 2 si et seulement s'il existe une
extension nie K de Qp, un modèle bien ajusté X/OK de X ⊗Qp K et une fontion réelle
ontinue et ane par moreaux Φ sur S(X ) telle que
ϕ⊗ 1 = Φ ◦ τX .
On trouve dans [28℄ une notion de fontion lisse essentiellement équivalente à elle introduite
au hapitre 2 : notant Cp la omplétion d'une lture algébrique Qap de Qp, une fontion réelle
ϕ sur X(Cp) est lisse au sens de Rumely s'il existe une extension nie K de Qp, un modèle
bien ajusté X/OK de X ⊗Qp K et une fontion ontinue ane par moreaux sur S(X ) tels
que le diagramme
X(Cp)

ϕ
$$I
II
II
II
II
II
Xan ⊗Qp K
Φ◦τX
// R
soit ommutatif, où τX est la rétration de X
an ⊗Qp K sur S(X ) et X(Cp)→ X
an ⊗Qp K est
l'appliation anonique. On onstate ainsi que l'opération de restrition au sous-ensemble
Xan1 = X(Cp)
Gal(Qap/Qp)
des points de type (1) de Xan induit un isomorphisme de l'espae vetoriel A0(Xan) des
fontions lisses sur Xan, au sens du hapitre 2, sur l'espae des fontions lisses Gal(Qap/Qp)-
invariantes au sens de [28℄. Le laplaien ∆R est utilisé dans [28℄ pour dénir un opérateur
ddcR (noté dd
c
dans [28℄) sur l'espae des fontions lisses. La omparaison ave l'opérateur
ddc (à travers l'isomorphisme préédent) est ontenue dans la formule suivante :
ddc = (log p)−1ddcR.
Soit D un diviseur sur X ; les fontions de Green lisses assoiées à D dans l'artile [28℄
sont les fontions réelles
g′ : (X − |D|)(Cp)→ R
obtenues par restrition des fontions (log p)−1g, g étant une fontion de Green lisse pour D
au sens du hapitre 4. La diérene de normalisation est ompensée, dans [28℄, par le fateur
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log p apparaissant dans la dénition de l'aouplement d'intersetion, lequel oïnide ave
l'aouplement déni avant la proposition 4.1.4.
5.2. Comparaison ave l'approhe de R. Rumely et M. Baker
Dans l'artile [29℄, R. Rumely et M. Baker développent la théorie du potentiel sur P1k =
A1k ∪ {∞} en introduisant un noyau, dit  noyau de Hsia , leur permettant d'assoier un
potentiel à toute mesure ; 'est le prolongement naturel du point de vue adopté dans [26℄.
Le noyau de Hsia δ∞ peut être aratérisé omme l'unique fontion ontinue
|P1k| × |P
1
k| → R≥0 ∪ {∞}
prolongeant la fontion
A1(k)× A1(k)→ R≥0, (x, y) 7→ |x− y|
(k est algébriquement los). Ce prolongement est onstruit dans [29℄ à partir de familles de
disques emboîtés.
L'appliation δ∞ apparaît omme un as partiulier des onsidérations du paragraphe pré-
édent : notant en eet g la fontion ontinue
|P1k| × |P
1
k| → R ∪ {±∞}
assoiée par le théorème 5.1.5 au point ∞ ∈ P1(k) et à l'élément ∞∗ ∂
∂T−11
de
(
Ω1
P
1,a
k
)∨
[∞] (T1
est la oordonnée sur A1k = Spec(k[T1])),
δ∞ = e
−g
ar g induit − log |x− y| sur A1(k)× A1(k).
5.3. Comparaison ave l'approhe de E. Kani
Étant donné un orps omplet pour une valuation disrète k et une Spf(k◦)-ourbe X
(génériquement lisse) dont le shéma sous-jaent est normal, E. Kani explique dans l'artile
[18℄ omment interpréter la théorie de l'intersetion sur X en termes  potentialistes  et
en déduit une formulation rigide-analytique (au sens de Tate) des résultats de [26℄ pour les
sous-ensembles de X(ka) qui sont des domaines (stritement) anoïdes (apaités, fontion
de Green) ou, de manière équialente, pour les mesures sur X(ka) induites, via le plongement
X(ka) →֒ Xa, par les éléments de A1(Xa)  'est-à-dire, essentiellement, les mesures de Dira
δx assoiées aux points de I(X) (e sont les  mesures admissibles  de [18℄).
Les  théories du potentiel  sur X(ka) que Kani onsidère sont les objets d'algèbre li-
néaire que les fontions harmoniques dénissent lorsqu'on les restreints à des squelettes. Il est
d'ailleurs expliitement noté dans [18℄ que le théorème de rédution semi-stable de Bosh et
Lütkebohmert ([9℄) permet d'étendre la onstrution des  théories du potentiel loal  au as
d'un orps de base non arhimédien quelonque (f. p.517).
Nous avons utilisé l'équivalene entre la théorie de l'intersetion sur X et la théorie du
potentiel sur Xη − S0(X ) (potentiels et mesures d'équilibre), sans l'expliiter omplètement,
dans la disussion des diviseurs d'Arakelov lisses et de leurs produit au hapitre 4.
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5.4. Comparaison ave l'approhe de C. Favre et M. Jonsson
C. Favre et M. Jonsson étudient dans [16℄ les valuations de rang un sur un anneau loal
régulier omplet R, d'égale aratéristique, à orps résiduel algébriquement los k et de di-
mension 2. Érivant R sous la forme k[[x, y]], ils introduisent pour e faire l'ensemble V des
valuations v : R → R ∪ {∞} telles que min(v(x), v(y)) = 1 et le munissent d'une struture
naturelle d'  arbre réel paramétré  ( arbre des valuations ). Cet espae possède également
une topologie T0 plus grossière que sa topologie d'arbre, appelée  topologie faible  dans [16℄,
pour laquelle il est loalement ompat ; les auteurs montrent que la théorie de la mesure sur
(V,T0) est un outil d'analyse puissant des idéaux de R (ainsi que des germes de fontions
sous-harmoniques sur (C2, 0) lorsque k = C).
Étant donné un arbre réel paramétré T , muni de sa topologie faible, Favre et Jonsson étu-
dient systématiquement les mesures boréliennes omplexes sur T , s'inspirant pour e faire de
la orrespondane lassique, sur R, entre mesures positives et fontions onvexes roissantes.
Nous renonçons à donner des dénitions préises, renvoyant pour ela à [16℄, et nous onten-
terons de dire qu'ils introduisent un espae P de fontions omplexes sur (une partie de) T
ainsi qu'un laplaien ∆ : P → M, M désignant l'espae des mesures boréliennes omplexes
sur T . Il onvient d'observer que ∆ est déni omme l'inverse d'un isomorphisme naturel  et
expliite  M→ P, dont la onstrution fait intervenir des fontions de répartition pour les
éléments de M.
Préisons enn que les mesures boréliennes oïnident ave les mesures de Radon sur l'es-
pae topologique loalement ompat (T,T0).
Les onsidérations du hapitre 3 montrent que les mesures sur un arbre réel s'étudient très
naturellement dans le adre d'une théorie des distributions. Vu le aratère élémentaire de la
onstrution, les indiations qui suivent devraient sur. Nous onsidérons ii un arbre réel
paramétré (omplet) T et l'on désigne par T 0 le omplémentaire de ses points extrêmaux.
 Une fontion (omplexe) ϕ sur T est lisse si elle est de la forme Φ◦τ , où τ est la rétration
de T sur un sous-arbre ni T ′ de T et Φ est une fontion (ontinue) ane par moreaux
sur T ′. Les fontions lisses sont ontinues pour la topologie faible de T (elle-i est, en
fait, la topologie dénie par les fontions lisses) et forment un espae vetoriel A0(T )
dense dans elui des fontions sur T , muni de la topologie de la onvergene uniforme (la
démonstration de la proposition 3.2.7 est valable dans e ontexte).
 Notant A1(T ) le sous-espae vetoriel deM engendré par les mesures de Dira δx, x ∈ T
0
,
on dénit trivialement un opérateur linéaire ddcT : A0(X)→ A1(X) à partir du laplaien
disret sur les arbres nis métrisés. Les métriques sont fournies par la paramétrisation
de T .
 La formule de symétrie ∫
T
ϕ ddcψ =
∫
T
ψ ddcϕ
ϕ,ψ ∈ A0(T ), déoule diretement de la formule analogue sur un arbre ni métrisé.
 L'espae vetoriel D0(T ) des fontions sur T 0 est naturellement le dual de A1(X) ; en
vertu de la formule préédent, on peut don prolonger ddc à tout D0(T ) omme opérateur
à valeurs dans l'espae vetoriel D1(T ) = A0(T )∨.
 Le ontenu du hapitre 3 se transrit tel quel (en partiulier les onsidérations sur l'éner-
gie).
Remarque 5.4.1.  Lorsque T est un arbre ni, la théorie que l'on vient de dérire oïnide
bien entendu ave elle du paragraphe 1.2.5.
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L'espae vetoriel P des  potentiels omplexes , déni dans [16℄ (7.6), est un sous-espae
de D0(T ) = Hom(T 0,C). La dénition du laplaien
P →M
donnée par Favre et Jonsson utilise un point t0 ∈ T
0
(raine), auquel elle fait jouer un rle
partiulier ; ei n'est toutefois pas une restrition (voir le dernier paragraphe i-dessous).
Ayant don hoisi t0, nous pouvons omparer les opérateurs dd
c
et ∆ sur P.
Proposition 5.4.2.  Pour toute fontion g ∈ P,
ddcg = g(t0) δt0 −∆g.
Démonstration. Il existe un ne réel P+ dans P tel que
- toute fontion réelle g appartenant à P peut s'érire omme la diérene de deux éléments
de P+ (déomposition de Jordan, Theorem 7.59),
- l'appliation linéaire ∆ : P+ → M est ontinue lorsque P+ est muni de la toplogie de la
onvergene simple sur T 0, M de elle de la onvergene faible des mesures.
Le sous-ensemble A0(T )∩P+ étant dense dans P+ ('est évident sur la desription de P+
ontenue dans la dénition 7.55 de [16℄), la preuve de la formule de l'énoné est réduite au
as de deux fontions de A0(T ) ; la formule de symétrie mentionnée préédemment onduit
nalement à établir l'identité∫
T
ψ ddcϕ = ϕ(t0)ψ(t0)−
∫
T
ψ ∆ϕ
pour toutes fontions ϕ,ψ ∈ A0(T ). C'est très exatement le ontenu des formules (7.20) et
(7.21) de [16℄. 2
Remarque 5.4.3.  Les dénitions de Favre et Jonsson, spéialisées à l'arbre réel R, muni
de la paramétrisation α : R → [1,+∞], x 7→ 1 + |x| et de raine 0, ne redonnent pas le
laplaien usuel d2/dx2 : P+ est l'ensemble des fontions réelles ontinues qui sont onaves
sur haque omposante onnexe de R−{0} et ∆ est la forme linéaire −d2/dx2+ e0δ0 sur P+,
e0 désignant l'évaluation au point 0 ; par exemple : ∆(1) = δ0.
Les potentiels sont utilisés, dans [16℄, pour dénir une appliation bilinéaire
M+ ×M+ → R≥0 ∪ {+∞}, (µ, µ
′) 7→
∫
T
gµ dµ
′,
où gµ désigne l'élément de P
+
tel que Λgµ = µ ; la formule∫
T
gµ dµ
′ =
∫
T gµ ∆gµ′ = gµ(t0)gµ′(t0)−
∫
T
gµ dd
cgµ′
montre que ette appliation bilinéaire est elle étudiée à la setion 3.5.
Ainsi que C. Favre l'a expliqué à l'auteur, la théorie du potentiel élaborée dans [16℄ ne
dépend pas de façon essentielle du hoix d'une raine et peut par ailleurs aisément se généra-
liser au as d'un graphe réel métrisé G, 'est-à-dire un espae topologique onnexe dans lequel
tout point possède un voisinage ouvert U homéomorphe à un arbre réel métrisé (muni de la
topologie faible) et tel que ∂U = U − U soit un ensemble ni, les métriques oïnidant sur
les intersetions. Considérons tout d'abord un arbre réel métrisé (onnexe) T ; le hoix d'un
d'un point dans T 0 permet de munir T d'une struture d'arbre paramétré. Il est possible de
dénir un faiseau P sur T de la manière suivante :
(i) un ouvert onnexe U ⊂ T est dit distingué si ∂U est un sous-ensemble ni non vide de T 0 ;
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(ii) les ouverts distingués et les inlusions dénissent un site T muni d'un morphisme ano-
nique π : T → |T |, où |T | est le site déni par l'espae topologique T , puisque tout point de
T admet un système fondamental de voisinages onstitué d'ouverts distingués ,
(iii) étant donnés un ouvert distingué U ⊂ T et un point u ∈ ∂U , (U, u) est un arbre para-
métré et on vérie que l'espae vetoriel omplexe des potentiels sur (U, u) est indépendant
du hoix de u ; on le note P(U) ;
(iv) on établit que la orrespondane U 7→ P est un faiseau sur T et note P le faiseau π∗P
sur |T | ;
(v) désignant maintenant par M le faiseau des mesures de Radon sur |T |, le laplaien ∆ est
le morphisme de faiseaux
P →M
ainsi déni : pour tout ouvert distingué U ⊂ T et toute fontion g ∈ P(U), ∆(g) est la
restrition à U de la mesure ∆(U,u)(g) sur U , u étant un point de ∂U et ∆(U,u) étant le
laplaien sur l'arbre réel paramétré (U, u) déni dans [16℄ ; le hoix du point u ne joue pas de
rle.
Le as d'un graphe réel métrisé se déduit de e qui préède par reollement.
Remarquons enn expliitement que le théorème de rédution semi-stable permet de munir
toute ourbe analytique propre et lisse sur un orps non arhimédien, non trivial et algébri-
quement los, d'une struture de graphe réel métrisé (f. [3℄, Chapter 4).
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